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Prefazione 


I nuovi Ordinamenti Didattici hanno imposto un ripensamento globale della strut- 
tura e dei contenuti degli insegnamenti universitari italiani e, corrispondentemente, 
del materiale didattico di supporto. 

In molti corsi, in particolare in quelli di base, è necessario portare gli allievi 
ad acquisire un insieme non piccolo di concetti e di conoscenze operative avendo 
a disposizione un numero ridotto di crediti sovente compressi in poche settimane. 
Si pone quindi il problema di effettuare delle scelte sui contenuti, sul linguaggio 
usato e sul livello di approfondimento con cui viene trattata la materia. 

Il presente testo intende essere di supporto ad un primo insegnamento di Ana- 
lisi Matematica in quei corsi di studio (quali ad esempio Ingegneria, Informatica, 
Fisica) in cui lo strumento matematico è parte significativa della formazione del- 
l’allievo. I concetti e i metodi fondamentali del calcolo differenziale ed integrale 
in una variabile sono presentati con l’obiettivo primario di addestrare lo studente 
ad un loro uso operativo, ma critico. La filosofia che ha ispirato l’impostazione 
generale è stata quella di semplificare e alleggerire il materiale rispetto ai testi in 
uso prima della riforma, senza però rinunciare al rigore espositivo e scadere in un 
mero prontuario di regole e formule. 

In questa prospettiva, il testo presenta tre diversi livelli di lettura. Il livel- 
lo intermedio corrisponde, per ciascuno degli argomenti trattati, alla totalità del 
materiale qui presentato. I concetti sono dapprima introdotti in modo discorsi- 
vo € poi rigorosamente definiti; successivamente, si discutono le varie proprietà 
matematiche ad essi collegate e si delineano le metodologie di calcolo che ne de- 
rivano. I teoremi e le proprietà più importanti sono accompagnati dalla relativa 
dimostrazione. 

Un livello di lettura più essenziale prevede l’omissione di tutte le dimostrazioni 
riportate, che a tale scopo sono facilmente distinguibili, e di quelle parti di testo 
presentate sotto la voce “Osservazione”. Per facilitare lo studente, le formule asso- 
lutamente fondamentali, e quelle comunque importanti, sono state messe in rilievo 
mediante l’uso del colore, rispettivamente ciano e grigio. Alcune tabelle, nel testo 
e al fondo del libro, riassumono formule di uso frequente. Non si è invece voluto 
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stabilire una classifica di importanza tra i teoremi, per lasciare al docente la libertà 
di operare eventuali scelte in tal senso. 

Un terzo livello di lettura, basato sull’accesso ad un sito web, permette all’allie- 
vo più motivato ed interessato di approfondire la sua preparazione sulla materia. 
Riteniamo infatti che gli obiettivi generali dei nuovi Ordinamenti Didattici siano 
compatibili con la possibilità, per gli studenti capaci e volenterosi, di acquisire una 
formazione solida e completa, secondo la migliore tradizione universitaria italiana. 
Nel libro si trovano vari riferimenti alle sezioni di un testo virtuale disponibile in 
rete, contenenti complementi e approfondimenti degli argomenti di volta in volta 
trattati. In tal modo, tutti gli enunciati presenti nel testo cartaceo vengono ad 
essere corredati dalla rispettiva dimostrazione. 

Per consentire un approccio morbido alla materia, nei primi due capitoli si è 
scelta una esposizione più discorsiva, in cui definizioni e proprietà sono sovente 
inglobate nel testo; nei capitoli successivi, la veste grafica mette in luce in modo 
più evidente tali strutture. Deliberatamente, di alcune definizioni e teoremi non 
si fornisce la forma più generale possibile, al fine di privilegiare l'immediatezza 
di comprensione da parte dello studente. Gli enunciati sono in genere immedia- 
tamente seguiti da numerosi esempi; lo stesso vale anche per la descrizione dei 
procedimenti di calcolo. Varie osservazioni fanno da complemento all’esposizione 
principale, mettendo in luce, fra l’altro, casi particolari ed eccezioni. Un rilevante 
numero di esercizi viene fornito al termine di ogni capitolo, permettendo all’allievo 
di valutare immediatamente lo stato delle conoscenze acquisite. Gli esercizi sono 
raccolti in gruppi che riprendono i principali argomenti trattati nel capitolo e sono 
ordinati per difficoltà crescente. Di tutti gli esercizi viene fornita la soluzione; per 
oltre la metà di essi, si delinea il procedimento risolutivo. 

Nel testo saranno usate le seguenti convenzioni grafiche: le definizioni appaiono 
su sfondo grigio, mentre gli enunciati su sfondo ciano; gli esempi sono segnalati da 
una barra verticale in colore; gli esercizi di cui si fornisce la soluzione sono indicati 
con un riquadro nel testo (ad esempio [12.]). 

Questo volume è dedicato all’amica Dina Giublesi, per molti anni preziosa 
collaboratrice, di cui sempre ricordiamo la luminosa figura. 


Siamo riconoscenti ai molti colleghi e studenti che ci hanno permesso, con i 
loro consigli, suggerimenti ed osservazioni, di migliorare l’esposizione ed arricchire 
ì contenuti di questa terza edizione. 


Torino, giugno 2008 Claudio Canuto, Anita Tabacco 


Complementi disponibili in rete 


All’indirizzo internet 
http://calvino.polito.it/canuto-tabacco/analisi_1 


è disponibile un testo virtuale, contenente complementi e approfondimenti del- 
la materia qui trattata (ad esempio, vi si possono trovare le dimostrazioni de- 
gli enunciati non fornite nel presente libro). Il materiale è suddiviso nei seguenti 
argomenti: 


Principio di induzione 
Numero di Nepero 
Funzioni elementari 
Limiti 

Funzioni continue 
Successioni 

Serie numeriche 
Derivate 

Teorema di de l’Hòpital 
Funzioni convesse 
Sviluppi di Taylor 
Integrale di Cauchy 
Integrale di Riemann 
Integrali impropri 


Nel presente volume, il rinvio al testo elettronico complementare è segnalato dal 
simbolo —, ad esempio + Numero di Nepero. 
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Nozioni di base 


In questo capitolo introduttivo, vengono presentati in forma sintetica alcuni dei 
concetti matematici che stanno alla base del successivo studio dell’ Analisi Mate- 
matica. Molti di essi dovrebbero essere già noti all’allievo, magari in una forma 
ancor più approfondita rispetto a quella usata nel seguito; alcuni, invece, sono 
probabilmente nuovi. In ogni caso, la trattazione seguente ha lo scopo di fissare 
molte delle notazioni e della simbologia matematica di uso frequente nei capitoli 
successivi. 


1.1 Insiemi 


Indicheremo gli insiemi prevalentemente con lettere maiuscole X, Y, . .., mentre gli 
elementi di un insieme saranno indicati con lettere minuscole x, y,.... L’apparte- 
nenza di un elemento x all’insieme X sarà indicata dal simbolo x € X (‘l’elemento 
x appartiene all’insieme X°), la non appartenenza dal simbolo x & X. 


La maggior parte degli insiemi che considereremo saranno costruiti a partire 
da insiemi di numeri. Per la loro importanza, i principali insiemi numerici sono 
indicati con notazioni particolari; esse sono: 


= insieme dei numeri naturali 
insieme dei numeri interi relativi 
insieme dei numeri razionali 


insieme dei numeri reali 
insieme dei numeri complessi. 


Le definizioni ed alcune tra le principali proprietà di tali insiemi, con l’esclusione 
dell’ultimo, saranno brevemente ricordate nel Paragrafo 1.3. L’insieme dei numeri 
complessi sarà trattato nel Paragrafo 8.3. 


Supponiamo di fissare un insieme non vuoto X, che consideriamo come insieme 
ambiente. Un sottoinsieme A di X è un insieme i cui elementi sono anche elementi 
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CA 


Figura 1.1. Diagrammi di Venn (a sinistra) e complementare di un insieme (a destra) 


di X; scriveremo A C X (‘A contenuto in X°) se ammettiamo che il sottoinsieme 
A possa coincidere con X, oppure A C X (‘A contenuto propriamente in X°) se 
A è un sottoinsieme proprio di X, cioè non contiene tutti gli elementi di X. Può 
essere utile, dal punto di vista intuitivo, rappresentare un sottoinsieme mediante 
una regione finita del piano, attraverso i cosiddetti diagrammi di Venn (si veda la 
Figura 1.1, a sinistra). 

Un sottoinsieme può essere determinato elencando gli elementi di X che lo 
compongono 


l’ordine in cui compaiono gli elementi non è essenziale. L’uso di tale notazione è 
ovviamente limitata a sottoinsiemi contenenti pochi elementi. Più comunemente 
si userà la notazione 


(che si legge ‘A è il sottoinsieme degli elementi x di X tali che la condizione p(x) è 
verificata’); p(x) indica la proprietà caratteristica degli elementi del sottoinsieme, 
cioè la condizione vera per gli elementi del sottoinsieme e falsa per tutti gli altri 
elementi. Ad esempio, il sottoinsieme A dei numeri naturali minori o uguali a 4 
può essere indicato come 


A= {0,1,2,3,4} oppure come A=faEN|x<4}. 


L'espressione p(x) =‘x < 4’ è un esempio di predicato logico, su cui torneremo nel 
paragrafo successivo. 

La collezione di tutti i sottoinsiemi di un insieme X costituisce l’insieme delle 
parti di X, denotato con P(X). Ovviamente, X € P(X). Inoltre, tra i sottoinsiemi 
di X esiste l'insieme vuoto, ossia l’insieme che non contiene elementi; esso viene 
indicato con il simbolo 0), dunque 0 € P(X). Tutti gli altri sottoinsiemi di X sono 
propri e non vuoti. 

Se ad esempio consideriamo l’insieme ambiente X = {1, 2,3}, abbiamo 


P(X) za {0, 1h {2}, {3}, {L 2}, {iL 3}, 2, 3}, X}. 


1.1 Insiemi 3 


Notiamo che X contiene 3 elementi (0, come si dice, ha cardinalità 3), mentre 
P(X) contiene 8 = 23 elementi (ha cardinalità 8). In generale, se un insieme finito 
(cioè composto da un numero finito di elementi) ha cardinalità n, il suo insieme 
delle parti ha cardinalità 2”. 


A partire da uno o più sottoinsiemi di X, è possibile definire nuovi sottoinsie- 
mi, attraverso operazioni insiemistiche. La più semplice di esse è il passaggio al 
complementare: se A è un sottoinsieme di X, si definisce complementare di A 
(in X) il sottoinsieme 


costituito da tutti gli elementi di X che non appartengono ad A (si veda la Figura 
1.1, a destra). 

Talvolta, per accentuare il fatto che il complementare di A è fatto rispetto ad 
X, si usa la notazione più precisa Cx A. Le seguenti proprietà sono immediate: 


CX=0,  C0=X, C(CA)=A. 


Ad esempio, se X = N e A indica il sottoinsieme dei numeri pari (cioè divisibili 
per 2), allora CA è il sottoinsieme dei numeri dispari. 


Dati due sottoinsiemi A e B di X, si definisce intersezione di A e B il 
sottoinsieme 


ANB={xeX|x€Aexre B} 


costituito da tutti gli elementi di X che appartengono sia ad A sia a B, mentre si 
definisce unione di A e B il sottoinsieme 


AUB={x€X]|x€ Aoppure x € B} 


costituito da tutti gli clementi che appartengono ad A oppure a B (in senso non 
alternativo). Si veda la Figura 1.2. 


AUB AUB 


AN B i 
N B AUB B 


Figura 1.2. Intersezione e unione di insiemi 
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Riportiamo alcune delle proprietà di tali operazioni. 
i) Proprietà booleane: 
ANCA=0, AUCA= X; 
ti) proprietà commutativa, associativa, distributiva: 
ANB=BNA, AUB= BUA, 
(ANB)INC= AN(BNC), (AUB)UC= AU(BUC), 

(ANB)UC=(AUC)N(BUC), (AUB)NC=(ANC)U(BNC); 

iti) leggi di De Morgan: 


C(ANB)=CAUCB, C(AUB)=CANCB. 


Notiamo inoltre che la condizione A C B equivale alla condizione AN B = A, 
oppure alla condizione AU B = B. 


Altre due operazioni insiemistiche sono utili. Esse sono la differenza (non 
simmetrica) tra un sottoinsieme A ed un sottoinsieme B 


A\B={r€ A|xgB}= ANCB 


(che leggiamo ‘A meno B’), la quale seleziona gli elementi di A che non stanno in 
B, e la differenza simmetrica tra due sottoinsiemi A e B 


AAB=(A\B)U(B\A)=(AUB)\(ANB), 


la quale seleziona gli elementi che stanno in A oppure in B ma non in entrambi 
gli insiemi (si veda la Figura 1.3). 

Ad esempio, se X = N, A è l’insieme dei numeri pari e B= {n e N|n < 10} 
è l'insieme dei numeri interi minori o uguali a 10, allora B\ A = {1,3,5,7,9} è 
l’insieme dei numeri dispari minori di 10, A\B è l’insieme dei numeri pari maggiori 
di 10, mentre AAB è l’unione di questi due insiemi. 


A\B AAB 


Figura 1.3. Differenza A \ B (a sinistra) e differenza simmetrica A A B (a destra) di 
insiemi 


1.2 Elementi di logica matematica ò 
1.2 Elementi di logica matematica 


Una proposizione logica è un enunciato del quale si può inequivocabilmente 
dire, in un certo contesto, se è vero o falso. Dunque una proposizione logica porta 
con sé un valore di verità, Vero o Falso; tale valore può venir rappresentato in 
vari modi, ad esempio attraverso il valore binario di un bit di memoria (1 oppure 
0), o attraverso lo stato di un circuito elettrico (chiuso oppure aperto). Esempi 
di proposizioni logiche sono: ‘7 è un numero dispari’ (Vero), ‘3 > V12’ (Falso), 
‘Venere è una stella’ (Falso), ‘questo testo è scritto in italiano’ (Vero), etc. Invece, 
l’enunciato ‘Milano è lontana da Roma’ non è una proposizione logica, in assenza di 
precisazioni sul concetto di lontananza; lo è però l’espressione ‘Milano è più lontana 
di Torino da Roma’. Indicheremo le proposizioni logiche con lettere minuscole 


P,g,€T,.... 


1.2.1 Connettivi logici 


A partire da proposizioni logiche, possiamo ottenerne altre attraverso operazioni 
logiche, espresse da simboli detti connettivi logici. 

L'operazione più semplice è la negazione logica: con il simbolo —p (che leg- 
giamo ‘non p’), indichiamo la proposizione logica che è vera se p è falsa, ed è falsa 
se p è vera. Ad esempio, se p = ‘7 è un numero razionale’, allora =p = ‘7 è un 
numero irrazionale’. 

La congiunzione logica di due proposizioni p e qg è la proposizione p Ag (che 
leggiamo ‘p e g°), la quale è vera se p e qg sono entrambe vere, ed è falsa in tutti 
gli altri casi. Invece, la disgiunzione logica di p e q è la proposizione p V q (che 
leggiamo ‘p oppure g’), la quale è falsa se p e q sono entrambe false, ed è vera 
in tutti gli altri casi. Ad esempio, siano p =‘7 è un numero razionale’ e q = ‘7 è 
un numero pari’; la proposizione p Ag = ‘7 è un numero razionale pari’ è falsa 
perché g è falsa, mentre la proposizione p Vq = ‘7 è un numero razionale oppure 
un numero pari’ è vera perché p è vera. 


Molti degli enunciati in Matematica sono del tipo: ‘Se è vera l’ipotesi p, allora è 
vera la tesi g’, altrimenti espresso come ‘Condizione sufficiente affinché sia vera la 
tesi q è che sia vera l’ipotesi p’, oppure ancora come ‘Condizione necessaria affinché 
sia vera l’ipotesi p è che sia vera la tesi g°. Tali enunciati sono forme linguistiche 
diverse della stessa proposizione logica p = q (che leggiamo ‘p implica g’), detta 
implicazione logica. Per definizione, la proposizione p > q è falsa se p è vera 
e q è falsa, mentre è vera in tutti gli altri casi. In altri termini, l’implicazione 
logica esclude che da una premessa vera si possa dedurre una conclusione falsa, 
mentre non esclude che la conclusione sia vera anche se la premessa è falsa. Così, 
la proposizione ‘se piove, allora esco con l'ombrello’ mi impedisce di uscire senza 
ombrello quando piove, ma non condiziona il mio comportamento se il cielo è 
sereno. 

Si può verificare facilmente, considerando tutti i valori di verità possibili delle 
proposizioni p e q, che la proposizione p > q ha gli stessi valori di verità della 
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proposizione =pVq. Pertanto, il connettivo logico + può essere espresso in funzione 
dei connettivi primari — e V. 


Altri enunciati ricorrenti in Matematica sono del tipo: ‘La tesi qg è vera se e solo 
se l’ipotesi p è vera’, oppure ‘Condizione necessaria e sufficiente affinché sia vera 
la tesi g è che sia vera l’ipotesi p°. Tali enunciati corrispondono alla proposizione 
logica p & q (che leggiamo ‘p equivale a g°), detta equivalenza logica. Essa è 
vera se p e q hanno gli stessi valori di verità, ed è falsa se p e qg hanno valori di 
verità diversi. Un esempio è l’enunciato ‘un numero naturale è dispari se e solo 
se il suo quadrato è dispari’. La proposizione p & q è la congiunzione delle due 
proposizioni p => q e q > p, vale a dire le proposizioni p& q e (p > g) A(4 > p) 
hanno gli stessi valori di verità; dunque, il connettivo & è esprimibile in funzione 
dei connettivi primari =, V e A. 


La proposizione p + gq (cioè un enunciato del tipo ‘se è vero p, allora è vero g°) 
può essere espressa in varie altre forme, logicamente equivalenti ad essa. Tali forme 
rappresentano delle regole di dimostrazione per ottenere l’implicazione precedente. 
Ad esempio, p > q è logicamente equivalente alla proposizione —q > —p, detta la 
sua contronominale; in formule, possiamo scrivere 


(p=>qg) «> (4> pì). 


La verifica è facile: per definizione, p + q è falsa solo quando p è vera e q è 
falsa, cioè quando —q è vera e —p è falsa; ma quest’ultima situazione corrisponde 
precisamente al fatto che l’implicazione aq > -—p sia falsa. Dunque, abbiamo 
stabilito la seguente regola di dimostrazione: per dimostrare che se è vera l’ipotesi 
p allora è vera la tesi qg, possiamo supporre falsa la tesi g e da ciò dedurre che è 
falsa l’ipotesi p. Ad esempio, se vogliamo dimostrare l’implicazione ‘se un numero 
naturale è dispari, allora non è divisibile per 10”, possiamo supporre che il numero 
sia un multiplo di 10 e da ciò dedurre (molto facilmente) che il numero è pari. 


Un'altra regola di dimostrazione è la dimostrazione per assurdo, che useremo 
talvolta nel corso del nostro studio. Essa si esprime come 


(p>q) «> (pA-4> —p). 


Ciò significa che per dimostrare l’implicazione p + gqg possiamo equivalentemente 

procedere nel seguente modo: supponiamo che sia vera l’ipotesi p e che sia falsa la 

tesi g e usando ciò deduciamo l’assurdo che l’ipotesi p deve essere anche falsa. 
Una forma più generale della dimostrazione per assurdo è espressa dalla formula 


(p> qa) (pA-g>r Ar), 


dove r è un’altra proposizione logica: l’implicazione p > q equivale a supporre vera 
l'ipotesi p e falsa la tesi g, e a dedurre da ciò che una certa affermazione r risulta 
contemporaneamente vera e falsa (si noti che la proposizione r Ar è sempre falsa, 
qualunque sia il valore di verità di r). 


1.2 Elementi di logica matematica T 
1.2.2 Predicati 


Introduciamo ora un concetto importante. Chiamiamo predicato logico un enun- 
ciato p(x,...) dipendente da uno o più argomenti x,... variabili in opportuni in- 
siemi, il quale diventa una proposizione logica (cioè assume valori di verità Vero 
o Falso) tutte le volte che fissiamo il/i suoi argomenti. Ad esempio, se x varia 
nell’insieme dei numeri naturali, l’enunciato p(x) = ‘x è un numero dispari’ è un 
predicato: p(7) è vero, p(10) è falso, e così via. Se x e y variano nell’insieme degli 
studenti iscritti al Politecnico, l’enunciato p(x, y) = ‘a e y sono compagni di corso’ 
è un predicato. 

Notiamo che le operazioni logiche possono essere applicate anche ai predicati, 
dando luogo a nuovi predicati (ad esempio =p(x), p(x) V g(x), eccetera). Ciò, 
tra l’altro, stabilisce un preciso legame tra i connettivi logici primari -, A,V e 
le operazioni insiemistiche di passaggio al complementare, intersezione e unione. 
Infatti, tornando alla definizione A = {rx € X | p(x)} di sottoinsieme A di un 
certo insieme ambiente _X, la ‘proprietà caratteristica’ p(x) degli elementi di A 
null’altro è se non un predicato logico, che è vero per tutti e soli gli elementi di A. 
Il complementare CA è allora ottenuto negando la proprietà caratteristica, 


CA={x € X | p(2)}, 


mentre l’intersezione e l'unione di A con un secondo sottoinsieme B = {x € 
X | g(x)} sono ottenuti rispettivamente congiungendo e disgiungendo le proprietà 
caratteristiche: 


ANB={xe€ X | p(x) A q(2)}, AUB={x€ X | p(x)V q(2)}. 


Le proprietà delle operazioni insiemistiche ricordate nel paragrafo precedente cor- 
rispondono ad analoghe proprietà delle operazioni logiche, che il lettore potrà 
facilmente esplicitare. 


1.2.3 Quantificatori 


Dato un predicato p(x), con x variabile in un certo insieme X, è naturale chiedersi 
se l’enunciato p(x) sia vero per tutti gli elementi x, oppure chiedersi se esista 
almeno un elemento x per cui p(x) sia vero. Quando ci poniamo tali domande, 
stiamo considerando le due proposizioni logiche 


Je, p(x) (che leggiamo ‘esiste almeno un x, per cui è vero p(a)' ). 


Se vogliamo essere più precisi ed indicare anche l’insieme di appartenenza di «, 
scriviamo rispettivamente ‘Va € X, p(x)' e ‘dx € X, p(x)°. Il simbolo V (‘per ogni’) 
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viene detto quantificatore universale, mentre il simbolo 3 (‘esiste almeno’) viene 
detto quantificatore esistenziale. (Talvolta si usa un terzo quantificatore, 3!, 
che significa ‘esiste esattamente un elemento’ o ‘esiste ed è unico’.) 
Sottolineiamo il fatto che l'applicazione di un quantificatore a un predicato lo 
trasforma in una proposizione logica, della quale si può stabilire il valore di verità. 
Ad esempio, se consideriamo il predicato p(x) = ‘x è strettamente minore di 7°, la 
proposizione ‘Va € N, p(x)' è falsa (perché, ad esempio, p(8) è falsa), mentre la 
proposizione ‘3x € N, p(x)' è vera (ad esempio x = 6 soddisfa l’enunciato). 


È utile soffermarsi sull'effetto della negazione logica su un predicato quanti- 
ficato. Supponiamo ad esempio che x indichi il generico studente del Politecnico 
e sia p(x) = ‘x è di nazionalità italiana’. La proposizione Vr, p(x)' (cioè, ‘tutti 
gli studenti del Politecnico sono di nazionalità italiana’) è falsa. Pertanto, la sua 
negazione logica, ‘a(Ve, p(x)) è vera; ma, attenzione!: essa non afferma che tutti 
gli studenti del Politecnico sono stranieri, bensì che ‘esiste almeno uno studente del 
Politecnico che non è italiano’. Dunque, la negazione della proposizione ‘Va, p(x)' 
è la proposizione ‘3x, =p(x)°. In formule possiamo scrivere 


Se un predicato dipende da due o più argomenti, ciascuno di essi può essere 
quantificato. Tuttavia, l'ordine in cui compaiono i quantificatori può essere impor- 
tante. Precisamente, due quantificatori dello stesso tipo (universale o esistenziale) 
possono essere scambiati senza modificare il valore di verità della proposizione; in 
altri termini, si ha 


VaVy, p(cxsy) > Vyva, p(x,4), 


ste pai) ario) 


Al contrario, lo scambio di due quantificatori di tipo diverso in genere porta a due 
proposizioni logiche diverse; pertanto, bisogna essere molto attenti nell’elencare i 
quantificatori. 

A titolo di esempio, consideriamo il predicato p(x,y) = ‘x > y’, dove x e y 
variano nell’insieme dei numeri naturali. La proposizione ‘Va Vy, p(x,y)' significa 
‘presi due numeri naturali qualunque, ciascuno è maggiore o uguale all’altro’ ed è 
palesemente falsa. La proposizione ‘Va 3y, p(x,y)’, che significa ‘preso un qualun- 
que intero 7, esiste un intero y minore o uguale a x’, è vera: ad esempio, possiamo 
scegliere y = x. Invece la proposizione ‘9x Vy, p(x,y)’, che significa ‘esiste un intero 
x maggiore o uguale di tutti gli interi’, è falsa: ogni intero 7 ammette il successore 
x+1, strettamente maggiore di x. Infine, la proposizione ‘4x 9y, p(x,y)’ (‘esistono 
almeno due interi, l'uno maggiore o uguale all’altro’) è banalmente vera. 
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1.3 Insiemi numerici 


Esaminiamo brevemente i principali insiemi numerici che saranno usati nel seguito. 
La trattazione è volutamente non esaustiva, in quanto le proprietà principali di 
tali insiemi dovrebbero essere già note all’allievo. 


L’insieme N dei numeri naturali. L’insieme è formato dai numeri 0,1,2,... In 
esso sono definite le operazioni di somma e prodotto, che godono delle ben note 
proprietà commutativa, associativa e distributiva. Indicheremo con Ny l’insieme 
dei numeri naturali diversi da 0, ossia 


N. =N\{0}. 


Un numero naturale n viene comunemente rappresentato secondo la base decimale, 
come n = cy 10% + c,_110871+..-+c; 10+co, dove c; sono interi compresi tra 0 e 9 
detti cifre decimali; la rappresentazione è unica se supponiamo cx # 0 quando n # 
0. Scriveremo n = (cxeL-1...C100)10 0, più semplicemente, n = cxep_1...C100- 
In luogo della base 10, si può usare come base un qualunque altro intero > 2; 
un’alternativa piuttosto comune alla base decimale è costituita dalla base 2, o base 
binaria. 

I numeri naturali possono anche essere rappresentati geometricamente, come 
punti su una retta. A tale scopo, è sufficiente fissare un primo punto O sulla retta, 
che chiameremo punto origine e che associamo al numero 0, ed un secondo punto 
P., diverso da O, che associamo al numero 1. Il verso di percorrenza della retta che 
porta da O a P è definito come verso positivo, mentre la lunghezza del segmento 
OP viene presa come unità di misura delle lunghezze. Riportando i multipli del 
segmento OP sulla retta, secondo il verso positivo, otteniamo i punti associati ai 
numeri naturali (si veda la Figura 1.4). 


L’insieme Z dei numeri interi relativi. L’insieme contiene i numeri 0,+1,-1, 
+2,-2,... L'insieme N può essere identificato al sottoinsieme di Z formato dai 
numeri 0, +1, +2,...I numeri +1,+2,... (rispettivamente —1,-2,...) sono detti 
interi positivi (rispettivamente interi negativi). In Z sono definite le operazioni di 
somma e prodotto ed inoltre l’operazione di differenza, che è l’inversa della somma. 

Un numero intero relativo può essere rappresentato in forma decimale come 
z= +Gkc-1...C1C0. La rappresentazione geometrica dei numeri negativi estende 
quella dei naturali alla sinistra del punto origine (Figura 1.4). 


L'insieme Q dei numeri razionali. Un numero razionale è il quoziente di due 
interì relativi, di cui il denominatore è diverso da 0. Non è restrittivo supporre che 
il denominatore sia positivo, per cui ogni razionale può essere rappresentato come 


O P 


Figura 1.4. Rappresentazione geometrica dei numeri 
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r= conzeZeneN,. 


z 
n 
Inoltre, possiamo supporre che la frazione sia ridotta ai minimi termini, ossia che 
z e n non abbiano fattori comuni; in tal modo, l’insieme Z è identificabile con il 
sottoinsieme dei razionali il cui denominatore è 1. In Q sono definite le operazioni 
di somma, prodotto e differenza; inoltre, tra due numeri razionali di cui il secondo 
sia diverso da 0 è definita l’operazione di quoziente, inversa del prodotto. 

Un numero razionale ammette una rappresentazione in base decimale della 
formal r = +cpeg_1 + €160-d;d3 - ++, che corrisponde all’espressione 


r= +(cy10% + cg_110%1 +-+ cy10+00+d;107 + d31077 + + ++). 


La sequenza di cifre decimali d1, d2,... dopo il punto soddisfa una e una sola delle 
seguenti proprietà: i) tutte le cifre sono 0 a partire da un certo indice i > 1 in poi 
(si ha in tal caso una rappresentazione decimale limitata; in genere le cifre nulle 
non vengono scritte), oppure ii) da un certo indice in poi, una sequenza finita di 
cifre decimali non tutte nulle, detta periodo, si ripete infinite volte (si ha in tal caso 
una rappresentazione decimale illimitata periodica; viene scritto un solo periodo, 
sopralineato). Ad esempio, sono rappresentazioni decimali di numeri razionali le 
espressioni 
pale = —851.6300 .-.. = —371.63 e —L = 12.51783783... = 12.51783. 
100 925 

Notiamo che la rappresentazione decimale di certi numeri razionali non è uni- 
ca. Infatti, se un numero ammette una rappresentazione decimale limitata, esso 
ammette anche la rappresentazione decimale illimitata periodica, ottenuta dalla 
prima diminuendo di una unità la cifra decimale non nulla che si trova più a destra 
e aggiungendo il periodo 9. Ad esempio, le rappresentazioni 1.0 e 0.9 definiscono 
lo stesso numero razionale 1; analogamente, 8.357 e 8.3569 sono rappresentazioni 
equivalenti del numero Lol. 

La rappresentazione geometrica di un numero razionale r = +" si ottiene sud- 
dividendo il segmento OP in n parti uguali e riportando m multipli del segmento 
così ottenuto nel verso positivo o negativo a seconda del segno di r (Figura 1.4). 


L'insieme » dei numeri reali. Non tutti i punti di una retta corrispondono a 
numeri razionali, secondo la corrispondenza appena descritta. Ciò significa che, co- 
munque si fissi una unità di misura, non tutte le lunghezze possono essere misurate 
attraverso suoi multipli e sottomultipli. 

È noto fin dall’antichità che la diagonale di un quadrato non è commensurabile 
con il lato; ciò significa che la lunghezza d della diagonale non è proporzionale 
alla lunghezza £ del lato attraverso un fattore di proporzionalità razionale. Per 
convincerci di questo fatto, ricordiamo il Teorema di Pitagora: applicato a uno dei 


1! Preferiamo usare il punto, piuttosto che la virgola, per indicare l’inizio della par- 
te non intera di un numero, in quanto questa notazione, di origine anglosassone, è 
universalmente adottata nel calcolo scientifico. 
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0 f Vv 20 


Figura 1.5. Il quadrato di lato € e la sua diagonale 


due triangoli equilateri rettangoli in cui la diagonale divide il quadrato (si veda la 
Figura 1.5), esso afferma che 


d=l +, cioò —d° =202. 


Se chiamiamo p il fattore di proporzionalità tra la lunghezza della diagonale e 
la lunghezza del lato, cioè se d = pf, elevando al quadrato e sostituendo nella 
relazione precedente vediamo che necessariamente deve essere p? = 2. Diciamo che 
p è la radice quadrata di 2, che indichiamo con il simbolo V2. 


Proprietà 1.1 Se il numero p soddisfa p? = 2, allora p non è razionale. 


Dimostrazione. Per assurdo. supponiamo che esistano due naturali m ed n, neces- 
sariamente diversi da 0, tali che p= #. Supponiamo inoltre che 
m ed n non abbiano fattori comuni. Elevando al quadrato, si ot 
tiene 4 2, vale a dire m? = 2n?, Dunque m? è un numero pari, 
e ciò equivale al fatto che m è pari. Pertanto. sarà m 2k per 
un opportuno naturale A. Sostituendo nella relazione precedente. 
otteniamo 4k? = 2n*, cioè n° = 24%. Dunque anche n°, e conse- 

guentemente n. è pari. Siamo quindi giunti alla conclusione che 


m. ed n sono entrambi pari, contro l'ipotesi che essi non abbiano 


fattori comuni. L’assurdo è nato dall'aver supposto p razionale. 


Un altro esempio rilevante di non commensurabilità razionale, anch’esso ben 
noto nell'antichità, riguarda la lunghezza di una circonferenza rispetto alla lun- 
ghezza del suo diametro. Anche in questo caso, è possibile dimostrare che il fattore 
di proporzionalità tra le due lunghezze, noto con il simbolo 7, non può essere un 
numero razionale. 


L’insieme dei numeri reali costituisce un'estensione dell’insieme dei numeri ra- 
zionali; esso fornisce un modello matematico della retta, nel senso che ogni punto 
P della retta è associato ad uno e un solo numero reale x, detto l’ascissa di P, e 
viceversa. Esistono vari modi, tra loro equivalenti, per effettuare tale estensione; 
tuttavia, non vogliamo qui entrare in tali dettagli. Ricordiamo soltanto che, in 
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termini di rappresentazione in base decimale, i numeri reali possono dare luogo ad 
un qualunque allineamento di cifre dopo il punto. I numeri reali non razionali, det- 
ti numeri irrazionali, sono caratterizzati dall’avere una rappresentazione decimale 
illimitata e non periodica. Ad esempio, si ha 


V/2 = 1.4142135623731 - -- e T = 3.1415926535897 --. 


Più che la costruzione dell’insieme R, ciò che ci interessa sono le proprietà dei 
numeri reali, che ci permettono di operare su di essi. Tra queste, ne ricordiamo 
alcune tra le più rilevanti. 


il Le operazioni aritmetiche definite sui razionali si estendono ai reali, con 
analoghe proprietà. 

iil L'ordinamento x < y dei numeri razionali si estende ai reali, ancora con ana- 
loghe proprietà. Approfondiremo questo argomento nel successivo Paragrafo 
1.3.1. 

iii) / numeri razionali sono densi nei reali. Ciò significa che tra due numeri rea- 
li qualunque esistono infiniti numeri razionali. Questa proprietà implica che 
ogni numero reale può essere approssimato tanto bene quanto vogliamo da un 
numero razionale. Ad esempio, se r = cpeg-1:::C100-d1 da +: didi+1--+ ha una 
rappresentazione decimale illimitata non periodica, esso può essere approssi- 
mato dal numero razionale q; = cxCk-1:**C100.d1 da‘: dj ottenuto troncando 
la parte decimale di r dopo i cifre; al crescere di i, si ottengono approssimazioni 
di r via via più precise. 

iv) L'insieme dei numeri reali è completo. Questa proprietà, che geometricamen- 
te equivale al fatto, già menzionato, che ogni punto di una retta può essere 
univocamente associato ad un numero reale, garantisce ad esempio l’esistenza 
della radice quadrata di 2, cioè la risolubilità in R dell’equazione x? = 2, così 
come la risolubilità di infinite altre equazioni, algebriche e non. 'Torneremo su 
questo aspetto nel successivo Paragrafo 1.3.2. 


1.3.1 L'ordinamento dei numeri reali 


I numeri reali diversi da 0 si dividono in numeri positivi, che formano il sottoin- 
sieme R., e numeri negativi, che formano il sottoinsieme R_. Abbiamo quindi la. 
partizione R = R_ U{0} UR. E utile definire anche l’insieme 


R, = {0} UR, 


dei numeri positivi o nulli. I numeri positivi corrispondono a punti sulla retta che 
sì trovano a destra dell’origine rispetto al verso di percorrenza positivo. 

Anziché scrivere x € R4, scriveremo più semplicemente x > 0 (‘x è maggiore 
di 0°); analogamente, in luogo di x € R., scriveremo x > 0 (‘x è maggiore o uguale 
a 0°). Possiamo allora definire un ordinamento tra i numeri reali, ponendo 


T<ZY <> y-ax>0. 
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L'ordinamento è totale, cioè presi comunque due numeri reali x e y distinti, è 
sempre vera una (e una sola) delle due condizioni £ < y oppure y < x. Dal punto 
di vista geometrico, la relazione x < y significa che il punto sulla retta di ascissa 
2 si trova alla sinistra del punto di ascissa y. Poniamo inoltre 


T<zy oppure T=7. 


Ovviamente, se 7 < y allora si ha pure x < y. Ad esempio, le relazioni 3 < 7 e 
7 < 7 sono vere, mentre la relazione 3 < 2 è falsa. 


La relazione di ordine < (oppure <) interagisce con le operazioni algebriche di 
somma e prodotto nel modo seguente: 


se x < y e se z è un qualunque numero reale, allora x + z < y + 2 


(cioè, aggiungendo ad ambo i membri di una disuguaglianza uno stesso numero 
reale, la disuguaglianza non cambia); 


i z>0, allora 22 < 
Se:iT < y ‘e se 


z<0, allora x2z > 


(cioè, moltiplicando ambo i membri di una disuguaglianza per uno stesso numero 
positivo o nullo la disuguaglianza non cambia, mentre se il moltiplicatore è negativo 
la disuguaglianza si inverte). Ad esempio, moltiplicando per —1 la disuguaglianza 
—3 < 2 si ottiene —2 < 3. Notiamo che dalla proprietà precedente segue la ben 
nota regola dei segni: il prodotto di due numeri di segno concorde è positivo, di 
segno discorde è negativo. 


Valore assoluto. Veniamo ora ad un concetto semplice ma importante. Dato un 
numero reale x, chiamiamo valore assoluto o modulo di x il numero reale 


Abbiamo quindi |x| > 0 qualunque sia x in R. Ad esempio, |5] = 5, |0{ = 0, 
1 — 5| = 5. Dal punto di vista geometrico, |x|] rappresenta la distanza dall’origine 
del punto sulla retta di ascissa x; analogamente, il numero |e — y| = |y— z| è la 
distanza tra due punti di ascissa rispettivamente 2 e y. 


Saranno utili le seguenti relazioni, di facile verifica, che legano il valore assoluto 
alle operazioni algebriche: 
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(detta disuguaglianza triangolare) e 


ey] = |ellyl, per ogni 7,y € R. 


Nel corso del nostro studio, dovremo risolvere equazioni e disequazioni che fan- 
no intervenire il valore assoluto. Vediamo le più semplici. In base alla definizione, 


le] =0 
ammette l’unica soluzione x = 0; invece, se a è un qualunque numero > 0, 
l'equazione 

le] = a 
ha due soluzioni, x = a e x = —a. In sintesi, 


Va > 0. 


Sc invece vogliamo risolvere la disequazione 
le] < a, con a > 0, 


consideriamo dapprima le soluzioni x > 0, per le quali si ha |x|] = x e dunque la 
condizione diventa semplicemente x < a; successivamente consideriamo le soluzioni 
x < 0, per le quali si ha |x| = —x, ce in tal caso la condizione diventa —x < a, cioè 
—a < x. In conclusione, le soluzioni sono i reali x che soddisfano 0 < x < a oppure 
—a < x < 0, il che può essere scritto compattamente come 


-a<x<a. (1.2) 


Analogamente, è facile verificare che, se b > 0, 


t<-—-b oppure x >. (1.3) 


Una disuguaglianza un poco più generale, del tipo 
lee sa xol < a, 


con ro € R fissato e a > 0, equivale a —@a < x — 70 < a; sommando xo a ciascun 
termine, otteniamo 


le — co) <a to -Aa<t<xo+a. (1.4) 


Nelle disuguaglianze precedenti, possiamo sostituire il simbolo < con il simbolo <. 
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Intervalli. Come mostra il semplice studio appena svolto, sovente in Analisi Ma- 
tematica intervengono sottoinsiemi di R costituiti da tutti i numeri compresi tra 
due estremi fissati. Tali sottoinsiemi sono detti intervalli. 


Definizione 1.2 Siano a e b due numeri reali tali che a < b. Chiamiamo 
intervallo chiuso di estremi a e b l’insieme 


(a,b) ={r ER|a<x<b}. 


Se a < b, chiamiamo invece intervallo aperto di estremi a e b l'insieme 
(ab) ={rER|a<ax<b}. 


Una notazione equivalente per tale insieme è ]a, bl. 


a b a b 


Figura 1.6. Rappresentazione geometrica di un intervallo chiuso [a, b] (a sinistra) e di 
un intervallo aperto (a,b) (a destra) 


È possibile escludere dall’intervallo uno solo degli estremi, ottenendo l’intervallo 
semi-aperto a destra di estremi a e d 


[a.b)={rER|a<x<b} 
oppure l’intervallo semi-aperto a sinistra 


(a,b) ={rER|a<x<b)}. 


Esempio 1.3 


Si voglia determinare l’insieme A formato dagli x € R tali che 


2<|e|< 5. 
Ricordando le (1.2) e (1.3), si ottiene facilmente che 
A=(-5,-2])U[2,5). O 


E utile considerare anche intervalli definiti da una sola disuguaglianza. Poniamo 


oppure 
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I simboli — © e +00 non indicano numeri reali; essi permettono di estendere l’or- 
dinamento dei reali, attraverso la convenzione che —oc < x e x < +00 per ogni 
x € R. In altri termini, la condizione a < x equivale a a < x < +cc, il che mostra 
che la notazione [a, +00) è coerente con quella usata precedentemente nel caso di 
estremi reali. Talvolta è conveniente porre 


(+00, +00) = R. 


In generale diremo che un intervallo / è chiuso se contiene i suoi estremi e aperto 
se non li contiene. I punti dell’intervallo che non sono estremi vengono detti punti 
interni. 


Insiemi limitati. Veniamo ora al concetto di insieme limitato. 
Definizione 1.4 Sia A un sottoinsieme di R. Diciamo che A è 
superiormente limitato se esiste un numero reale b tale che 
DTD per ogni x € A. 


Ogni b che soddisfa tale relazione viene detto un maggiorante di A. 
Si dice che A è inferiormente limitato se esiste un numero reale a tale che 


ai <D; per ogni x € A. 


Ogni a che soddisfa tale relazione viene detto un minorante di A. 
Si dice infine che A è limitato se è contemporaneamente superiormente e 
inferiormente limitato. 


In termini di intervalli, un insieme è superiormente limitato se è contenuto 
in un intervallo del tipo (—c0, b] per qualche b € R. Similmente, A è limitato se 
è contenuto in un intervallo del tipo [a,b] per qualche a,b € R. Non è difficile 
verificare che A è limitato se e solo se esiste un reale c > 0 tale che 


le] <c, per ogni x € A. 


Esempi 1.5 


) L'insieme N è inferiormente limitato (ogni numero a < 0 è un minorante di 
N), ma non è superiormente limitato: infatti, vale la cosiddetta proprietà di 
Archimede: per ogni numero reale b > 0, esiste un intero n tale che 


n>b. (1.5) 


ii) L'intervallo (--00, 1] è superiormente limitato, ma non inferiormente limitato. 
L’intervallo (-5, 12) è limitato. 
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n 123 
=< —— LIO 1. 
4-{=2 nen) =fo131,..1 (9) 


n : 
è limitato; infatti si ha 0 < = < 1 per ogni n € N. 
n 


iii) L’insieme 


iv) L'insieme B = {x € Q | 22 < 2} è limitato. Infatti, se ad esempio |r| > 3, 
necessariamente x? > 2 > 2 e dunque x & B; pertanto, B C 8, 3 [nn 


Definizione 1.6 Diciamo che un insieme A C R ammette massimo se 
esiste un elemento xx € A tale che 


DLCLM; per ogni x € A. 


L'elemento x m (necessariamente unico) dicesi il massimo dell’insieme A 
e viene denotato con xx = max A. 
Il minimo di un insieme A, che indichiamo con tm = min A, è definito in 


modo analogo. 


Osserviamo che se un insieme ammette massimo, esso è superiormente limitato; 
infatti, il massimo dell’insieme è un maggiorante dell’insieme, anzi è facile vedere 
che è il più piccolo dei suoi maggioranti. Tuttavia, non vale il viceversa: un insieme 
può essere superiormente limitato senza ammettere massimo. Consideriamo ad 
esempio l'insieme A definito in (1.6). Abbiamo già osservato che 1 è un maggiorante 
dell’insieme. Tra tutti i maggioranti di A, 1 è privilegiato: è il più piccolo dei 
maggioranti. Per convincerci di questo fatto, facciamo vedere che ogni numero 
reale r < 1 non è un maggiorante di A: ciò significa che esiste un intero n tale che 


n 
nt1 


> Tr. 


n+1 1 1 1 1 
x < -—, cioè 1+ — < -, vale a dire — < 
n r n r n 


Tale disuguaglianza equivale a 
der 


# 
, cioè ancora n > Foro, L'esistenza di tale n segue allora dalla proprietà di 


; 
Archimede (1.5). 
Dunque, 1 è il più piccolo dei maggioranti di A, ma non è il massimo di A, 


= 1. Diciamo che 1 è 


in quanto 1 # A: non esiste nessun intero n tale che 
l'estremo superiore di A e scriviamo 1 = sup A. 
In modo analogo, se consideriamo l’intervallo I = (0, 2), possiamo verificare che 


2 è il più piccolo dei maggioranti di /, ma non appartiene ad /. Diciamo quindi 
che 2 è l’estremo superiore di I e scriviamo 2 = sup I. 
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Definizione 1.7 Sia A C R un insieme superiormente limitato. Chiamiamo 


estremo superiore di A il più piccolo dei maggioranti di A; denotiamo tale 
numero reale (6071! Sup A. 

Similmente, se A C R è un insieme inferiormente limitato, chiamiamo estre- 
mo inferiore di A il più grande dei minoranti di A; denotiamo tale numero 
reale con inf A. 


Osserviamo che il numero s = sup A è caratterizzato dalle seguenti due 
condizioni: 


CÈ . 
< Si 


i) per ognixe A, x 


(1.7) 


ii) per ogni reale r < s, esiste un elemento x € A tale che x 


La prima condizione dice che s è un maggiorante di A; la seconda afferma che 
ogni numero minore di s non è un maggiorante di A, cioè che s è il più piccolo dei 
maggioranti di A. 

Le condizioni (1.7) sono quelle da verificare per far vedere che un numero 
è l’estremo superiore di un insieme. È precisamente ciò che abbiamo fatto per 
asserire che 1 è l’estremo superiore dell'insieme A definito in (1.6). 

Il concetto di estremo superiore estende quello di massimo di un insieme. Infat- 
ti, è immediato verificare che se un insieme A ha massimo x, allora tale numero 


x 


è anche l’estremo superiore di A. 


Se un insieme A non è superiormente limitato, diciamo che il suo estremo 
superiore è +00, ossia poniamo per definizione 


sup A = +00. 


Analogamente, se A non è inferiormente limitato, poniamo inf A = —c0. 


1.3.2 La completezza di 


La proprietà di completezza di IR si esprime in varie forme, tra loro equivalenti. 
Probabilmente, lo studente ha già visto la proprietà di separabilità delle classi 
contigue: se decomponiamo R nell’unione di due sottoinsiemi disgiunti Ci e C5, 
tali che ogni elemento di C4 sia minore o uguale di ogni elemento di Cà (Ci e C5 
sono detti classi contigue), allora esiste un (unico) elemento s € R tale che 


TI <CSX Lo, Va € Ci, Varg E Ca. 


Un’altra forma della proprietà di completezza di R è legata al concetto di 
estremo superiore di un insieme. Essa afferma precisamente che ogni insieme su- 
periormente limitato ammette in R estremo superiore, cioè esiste un numero reale 
che è il più piccolo dei maggioranti dell’insieme. 
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È attraverso questa proprietà che, ad esempio, possiamo dimostrare l’esisten- 
za in R della radice quadrata di 2, cioè di un numero (> 0) tale che p° = 2. 
Riprendendo infatti l’Esempio 1.5 iv), la completezza di R ci assicura l’esistenza 
dell’estremo superiore dell’insicme limitato B = {x € Q | x? < 2}; sia esso indicato 
con p. Usando le proprietà di R, è possibile far vedere che non può essere p? < 2 
altrimenti p non sarebbe un maggiorante di B, né può essere p? > 2 altrimenti 
p non sarebbe il più piccolo dei maggioranti di B. Dunque necessariamente deve 
essere p? = 2. Si noti che l’insieme B, pur essendo contenuto in Q, non potrebbe 
avere un estremo superiore razionale; infatti, abbiamo già osservato che se p? = 2, 
p non può essere razionale (Proprietà 1.1). 


L’esempio ora discusso illustra come la proprietà di completezza di R sia alla 
base della possibilità di risolvere in RR varie equazioni notevoli. In particolare, se 
consideriamo la famiglia di equazioni algebriche 


al =a (1.8) 


con n € N4 ed a € R, vale la pena di ricordare il seguente ben noto risultato. 


Proprietà 1.8 i) Sia n € N, dispari. Allora, per ogni a € IR, l’equazione 
(1.8) ha in R esattamente una soluzione. Essa viene indicata con a = X/a 
oppure con x = a!/", e detta la radice n-esima di a. 


i) Siane N pari. Allora, per ogni a > 0, l'equazione (1.8) ha in R esatta- 
mente due soluzioni, di uguale valore assoluto ma di segno opposto; per a = 0 
si ha la sola soluzione x = 0; per a < 0 non sì hanno soluzioni in R. La 
soluzione > 0 dell’equazione viene indicata con a = a oppure con x = a!/”, 
e detta la radice n-esima (aritmetica) di a. 


1.4 Fattoriali e coefficienti binomiali 


Introduciamo ora alcune quantità intere notevoli, che intervengono in diversi campi 
della Matematica. 

Dato un numero intero n > 1, il prodotto di tutti gli interi compresi tra 1 
ed n viene detto fattoriale di n ed indicato con il simbolo n! (che si legge ‘n 
fattoriale’). È conveniente definire anche il fattoriale di 0, ponendo 0! = 1. Si ha 
dunque 


Il fattoriale cresce molto rapidamente all'aumentare di n; ad esempio, 5! = 120, 
10! = 3628800 mentre 100! > 10157, 


20 1 Nozioni di base 


Esempio 1.9 


Supponiamo che un’urna contenga n > 2 palline di colore diverso. Chiediamoci: 
in quanti modi possiamo estrarre le palline dall’urna? Quando estraiamo la prima 
pallina, effettuiamo una scelta tra le n palline presenti nell’urna; poi estraiamo la 
seconda pallina, scegliendola tra le n — 1 palline rimanenti; la terza è scelta tra le 
n—2 palline rimanenti, e così via. In totale, abbiamo dunque n(n—-1)-...-2-1 = n! 
risultati diversi dell’estrazione delle palline: n! rappresenta il numero di possibili 
disposizioni di n oggetti distinti in sequenza, o — che è lo stesso - il numero 
di possibili permutazioni di n oggetti ordinati. 

Se ci limitiamo a estrazioni, con 0 < k < n, abbiamo n(n — 1)...(n-k+1) 
nl 
(n-k)V 
senta il numero di possibili disposizioni di n oggetti distinti in sequenze 

di k. 

Notiamo che se ammettiamo la ripetizione del colore, cioè se ogni volta che 
estraiamo una pallina immettiamo nell’urna un’altra pallina dello stesso colore, 
allora ad ogni estrazione scegliamo tra n palline di colore diverso. Se effettuiamo 
k estrazioni, con k > 0 arbitrario, abbiamo dunque nf sequenze possibili di 
colori: nf è il numero delle disposizioni di n oggetti in sequenze di %, con 
ripetizione (cioè ammettendo la ripetizione dell’oggetto). C 


risultati possibili. Tale espressione, che può essere scritta come rappre- 


Dati due interi n e & tali che 0 < k < n, definiamo il coefficiente binomiale 
di indici n e X come la quantità 


(1.10) 


(il simbolo (7) si legge comunemente ‘coefficiente binomiale n su &°). Osserviamo 
che se 0 < k < n, possiamo scrivere 


n= 1... cn=1-..0(n_k)(n-k+1)-...-(n-1)n = (n-k)(n-k+1)-...-(n-1)n 


e dunque, semplificando e invertendo l’ordine dei fattori a numeratore, la (1.10) 
diventa 


(1.11) 


che è un’altra espressione sovente usata per il coefficiente binomiale. Dalla defini- 
zione (1.10), segue poi facilmente che 


e che 
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Inoltre, non è difficile verificare che, per ogni n > 1 e per ogni & tale che 0 < k < n, 


vale la relazione ; i 
n n—- ne 

= 1.12 

(tt) (12 


la quale fornisce un conveniente modo di calcolare i coefficienti binomiali in mo- 
do ricorsîvo; ciò significa che i coefficienti di indice n possono essere facilmente 
calcolati una volta noti quelli di indice n — 1. La formula suggerisce di disporre i 
coefficienti binomiali secondo una tabella di forma triangolare, nota come trian- 
golo di Tartaglia (si veda la Figura 1.7), in cui ogni coefficiente di indice n, ad 
eccezione del primo e dell’ultimo, si trova al di sotto dei due coefficienti di indice 
mn — 1 che lo generano secondo la (1.12). Si osservi che la costruzione del triangolo 
di Tartaglia mostra che i coefficienti binomiali sono tutti numeri interi. 


Figura 1.7. Triangolo di Tartaglia 


I coefficienti binomiali traggono il loro nome dal fatto che essi intervengono 
nello sviluppo delle potenze di un binomio a + b in termini dei prodotti delle 
potenze di a e bd. Lo studente ricorda gli sviluppi notevoli 


(a+b)° — a° + 2ab+b6° e (a+b)’=a3+3a2b+3ab° +53. 


I coefficienti che appaiono sono proprio i coefficienti binomiali relativi agli indici 
n=2en= 3. In generale, per ogni n > 0, si ha la formula 


n DIR 
(a+b)" = a" +na" !b+...+ (e cpr nad 
ia = mn, n-kxrk 
= ) (i) b*, 


k=0 
nota come formula del binomio di Newton. Essa si dimostra usando la relazio- 
ne (1.12), mediante il metodo di dimostrazione per induzione » Principio di 
induzione. 


(1.13) 


Esempio 1.9 (seguito) 


Date le n palline di colore diverso e fissato & con 0 < k < n, chiediamoci ora 
quanti insiemi distinti di £ palline possiamo formare. 
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Se procediamo estraendo una pallina dall’insieme iniziale, poi una pallina dal- 
l’insieme delle n — 1 palline rimanenti, e così via per k volte, abbiamo, come già 
osservato, n(n — 1)...(n— &+ 1) risultati possibili. D'altro canto, l’estrazione 
delle stesse £ palline in un ordine diverso porta al medesimo insieme. Ricordan- 


do che gli ordinamenti possibili di & palline sono &!, concludiamo che il numero 
IRENE ET nn 1)-...-(n-k+1 n 

di insiemi distinti di £ palline è ( ) El ( ) = “ 

tale coefficiente binomiale rappresenta il numero di combinazioni di n ogget- 

ti distinti in gruppi di %. Equivalentemente, esso rappresenta il numero dei 

sottoinsiemi di £ elementi contenuti in un insieme di n elementi. 

Si osservi che, come mostra la (1.13) con a = d = 1, la somma di tutti i coef- 

ficienti binomiali di indice n è uguale a 2”, che è precisamente il numero totale 


dei sottoinsiemi di un insieme di n. elementi. 


. Diremo che 


1.5 Prodotto cartesiano 


Siano X e Y due insiemi non vuoti. Presi un elemento x in X e un clemento y in 
Y, formiamo la coppia ordinata 


(2,4) 


avente come primra componente l’elemento x e come seconda componente l'elemento 
y. Notiamo che una coppia ordinata è concettualmente diversa da un insieme 
contenente due elementi. Come dice il nome, in una coppia ordinata è importante 
l’ordine in cui compaiono le componenti; ciò non è vero per un insieme. Se x # y, 
le coppie ordinate (x,y) e (y,r) sono diverse, mentre gli insiemi {x,y} e {y,x} 
coincidono. 

L’insieme delle coppie ordinate (x,y) al variare di x in X e y in Y costituisce 


il prodotto cartesiano di X e Y, che indichiamo con X x Y. In formula, 


È possibile rappresentare graficamente il prodotto cartesiano come un rettan- 
golo, in cui la base corrisponde all'insieme X e l’altezza corrisponde all’insieme Y 
(si veda la Figura 1.8). 


Se gli insiemi X e Y sono diversi, il prodotto X x Y sarà diverso dal prodotto 
Y x X; in altri termini, il prodotto cartesiano non è commutativo. 

Se invece si ha Y = X, allora è consuetudine porre per brevità X x X = X?., 
In tal caso, è definito in X? il sottoinsieme 


A={(y)eX°|c=y} 


costituito dalle coppie aventi uguali componenti, che chiamiamo la diagonale del 
prodotto cartesiano. 
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4 DA 


” (2,4) 


n X 


Figura 1.8. Prodotto cartesiano di insiemi 


L’esempio più significativo di prodotto cartesiano si ha quando X = Y = R. 
L’insieme R? è formato da tutte le coppie ordinate aventi componenti reali. Co- 
me l’insieme R costituisce un modello matematico della retta, così R° rappresenta 
un modello matematico del piano (vedasi la Figura 1.9, a sinistra). Per definirlo, 
scegliamo una retta nel piano, sulla quale fissiamo un’origine O, un verso positivo 
di percorrenza e una unità di misura delle lunghezze. Tale retta costituirà l’asse 
delle ascisse. Successivamente, ruotiamo la retta attorno all’origine di 90° in senso 
antiorario, ottenendo l’asse delle ordinate. Abbiamo così ottenuto un riferimento 
cartesiano ortogonale isometrico (menzioniamo qui, senza ulteriori approfondimen- 
ti, che talvolta è utile considerare riferimenti cartesiani in cui gli assi non siano 
ortogonali tra loro e/o le unità di misura, talvolta dette scale, siano diverse sui due 
assi). Dato un qualunque punto P del piano, tracciamo le due parallele agli assi 
cartesiani passanti per P; indichiamo con x il numero reale associato al punto in- 
tersezione dell’asse delle ascisse con la parallela all'asse delle ordinate; similmente, 
sia y il reale associato al punto intersezione dell’asse delle ordinate con la parallela 
all’asse delle ascisse. In tal modo associamo univocamente a ogni punto P del pia- 
no una coppia (x,y) € R?, e viceversa. Diciamo che x è l’ascissa e y è l’ordinata 
di P; globalmente, x e y sono le coordinate cartesiane di P rispetto al riferimento 
scelto. 


Figura 1.9. Modello matematico del piano (a sinistra) e dello spazio (a destra) 
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Il concetto di prodotto cartesiano può essere generalizzato al caso di più di 
due insiemi. Precisamente, dati n insiemi non vuoti X1, X2,..., Xn, formiamo le 
n—uple ordinate 


(11,2, se ‘g6n) 
scegliendo ordinatamente, per è = 1,2,...,n, ciascuna componente x; nell’insieme 
Xi. Il prodotto cartesiano Xj x Xa x ... X Xn è costituito dall’insieme di tutte 
queste n-—uple. 
Se X1 = Xa = ...= Xn = X, poniamo più semplicemente X x X x...xXX = 


X”". In particolare, R3 è l'insieme delle terne (x,y,2) a componenti reali; esso 
costituisce un modello matematico dello spazio tridimensionale (vedasi la Figura 
1.9, a destra). 


1.6 Relazioni nel piano 


Chiamiamo piano cartesiano un piano munito di un riferimento cartesiano orto- 
gonale isometrico. Come abbiamo visto, esso può essere identificato al prodotto 
cartesiano R?. 

Ogni sottoinsieme non vuoto R di R? definisce una relazione tra numeri reali; 
precisamente, diciamo che x è în relazione con y attraverso R se la coppia ordinata 
(x,y) appartiene a R. Il grafico della relazione è l’insieme dei punti del piano le 
cui coordinate stanno in R. 

Sovente, una relazione è definita attraverso una o più equazioni o disequazioni, 
che fanno intervenire due variabili x e y. Il sottoinsieme A è allora definito come 
l’insieme di tutte le coppie (x, y) tali che x e y soddisfano la o le condizioni imposte. 
Identificare R significa spesso individuare il suo grafico nel piano. Vediamo alcuni 
esempi. 


Esempi 1.10 
i) Un’equazione del tipo 
axr+by=c, 


con a, d costanti non tutte nulle, definisce una retta. Se b = 0, la retta è parallela 
all'asse delle ordinate, mentre se a = 0 la retta è parallela all’asse delle ascisse. 
Supponendo b # 0, possiamo riscrivere l'equazione come 
y=m2£t+g, 

conm= —$ eq = $. Il valore m dicesi il coefficiente angolare della retta. La 
retta può essere tracciata determinando le coordinate di due punti su di essa, 
cioè trovando due coppie distinte (x,y) che soddisfano l’equazione. Notiamo in 
particolare che c = 0 (oppure q = 0) se e solo se l’origine appartiene alla retta. Ad 
esempio, l’equazione x — y = 0 definisce la bisettrice del primo e terzo quadrante. 


ii} Se in luogo dell’equazione precedente consideriamo la disequazione 
ar+by<e, 
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Tt2Y<2 


Figura 1.10. Grafico della relazione definita nell’Esempio 1.10 ii) 


allora definiamo uno dei due semipiani in cui la retta di equazione ax + by = c 
suddivide il piano (si veda la Figura 1.10). Ad esempio, se b > 0, otteniamo il 
semipiano che si trova al di sotto della retta in questione. L’insieme così deter- 
minato è aperto, ossia non comprende la retta, in quanto nella disequazione vale 
la disuguaglianza forte; se invece si considera la disequazione debole ax + by < c, 
allora si definisce un insieme chiuso, cioè contenente la retta che definisce il 


semipiano. 
y>O, 
LILY > 0, 


definisce l’intersezione tra il semipiano aperto che si trova al di sopra dell’asse 
delle ascisse, e il semipiano chiuso che si trova al di sotto della bisettrice del primo 
e terzo quadrante. Si ottiene quindi (Figura 1.11, a sinistra) l’angolo racchiuso 
tra il semiasse positivo delle ascisse e la bisettrice del primo quadrante (i punti 
sull’asse delle ascisse sono esclusi). 


iii) Il sistema di disequazioni 


iv) La disequazione 
le -y|<2 
equivale, ricordando la (1.2), alla doppia disequazione 
2<a-Y<2. 


cr-y=0 


y=0 


Figura 1.11. Grafici delle relazioni definite negli Esempi 1.10 iii) (a sinistra) e 1.10 iv) 
(a destra) 
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0 


Figura 1.12. Grafici delle relazioni definite negli Esempi 1.10 v) (a sinistra) e 1.10 vi) 
(a destra) 


A sua volta, la disequazione di sinistra equivale a y < x + 2 e dunque definisce 
il semipiano aperto al di sotto della retta y = x + 2; similmente, la disequazione 
di destra equivale a y > x — 2 e dunque definisce il semipiano aperto al di sopra 
della retta y = x — 2. In definitiva, otteniamo la striscia di piano racchiusa tra 
le due rette, con esclusione delle rette stesse (Figura 1.11, a destra). 
v)] Ricordando il Teorema di Pitagora, l'equazione 

x + y° =1 
definisce il luogo dei punti P del piano che distano 1 dall’origine degli assi, ossia 
la circonferenza di centro l’origine e raggio 1 (in trigonometria, essa prende il 
nome di circonferenza trigonometrica). Invece, la disuguaglianza 

a +y<1 
definisce il cerchio delimitato da tale circonferenza (Figura 1.12, a sinistra). 
vi] L'equazione 
definisce la parabola ad asse verticale di vertice l'origine, passante per il punto 
P di coordinate (1,1). Pertanto la doppia disequazione 

es ì 
definisce la regione di piano racchiusa inferiormente dalla parabola e superior- 
mente dalla retta di equazione y = 1 (Figura 1.12, a destra). C 


1.7 Esercizi 


1. Risolvere le seguenti disequazioni: 


2x1 1- Ta 
a) > 0 b 
LL x-3 ) 3ct+5 
mq e-1_ 2rx-3 i] el c+1 
c) > \d) 


LEI x-2 r-3 [ix -1° 2xz-1 
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2x +3 1 
e) sno ea f) va?—6r>x+2 


x+5 © |e- 1] 


o r+3 
e)\ x -3<Va?-2x h) ———_—_—__—=— = 2>0 
LO] ) (e +1)2Vva? - 3 


ez A] 


Esa] L 
Db V/|xz- 4|-xa>0 0) — agg FU 


a) A={rxER:x2+4r+13<0}N{x eR:3x+5> 0} 


b) B={ecR:(r+2(e- D@-5)<0}N{r eR: dati >0) 


o) Catrer: ELET oulreR:vitI+2=17) 

dì D={x€eR:x-4>vVr-6r+5}U{reR:x+2>vr-1} 

. Determinare e rappresentare graficamente i seguenti sottoinsiemi di R°: 

la) | A={(x,y) ER? : ay > 0} b) B={(x,y) cR°:a°—y° > 0} 


2 

2,4 
C_ >1 
veti 


l)] c= {(x,y) ER? :|]y-x|<1} d) D={(r,y)eR?:e 
E={(x,y) € R°:1+xy>0}  f) F={(r,y)eR°:x-y7#0} 


Dire se i seguenti sottoinsiemi di R sono limitati superiormente e/o infe- 
riormente, specificandone estremo superiore, estremo inferiore e, se esistono, 
massimo e minimo: 


1 
a), A={x € ‘ix=noppurer= =>, ne N\ {0}} 
Ti 


b) B={rx€R:-1<x<1 oppure x = 20} 


1 2n—- 3 
lo) Ca={x e R:0<x<1oppurea = e neN\{0,1}} 


d) D={z€eR:2z=axyconx,yeR, -1<x<2,-3<y<-1} 


1.7.1 Soluzioni 


1. Disequazioni: 


a) Si tratta di una disequazione fratta. Una frazione è positiva se e solo se nume- 
ratore e denominatore sono di segno concorde. Poiché N(x) = 2x — 1 > 0 se 
x > 1/2 e D(x)=ax-3> 0 se x > 3, la disequazione è verificata per x < 1/2 
oppure per 2 > 3. 
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b) -i <IL< i. 
c) Portiamo tutto al primo membro e semplifichiamo l’espressione: 
T-1 2x-3 -—x? +3x -3 


0 loè ———___-; ; >QO0. 
sl ag usb E- 2-3) 


Le radici del numeratore non sono reali, quindi N(x) < 0 sempre. Pertanto la 
disequazione è verificata dove D(x) < 0, ossia per 2 < x < 3. 


d) Portiamo tutto al primo membro e semplifichiamo: 


|| x+1 n lele - 1)-x2+1 
_ > 0, > 0. 
e-1 2e-1 da (e 1)(2e- 1) 
Poiché |x| = x per x > 0 e |x| = —x per x < 0, studiamo i due casi separata- 


mente. 
Se x > 0, la disequazione diventa 


2° -e-a410 dl x? -x+1 uf 
(e - 1)(2e - 1) (ce -— 1)(2x— 1) ° 


Il numeratore non ha radici reali, quindi 22 — x + 1 > 0 sempre. Pertanto la 
disequazione è verificata se il denominatore è positivo, ossia, tenendo conto del 
vincolo x > 0, per 0 < x < 1/2 oppure per x > 1. 

Per x < 0, si ha 


20° +e -2a°+1, au -3r +x+1 = 
(e - 1)(2ex—1) / (e — 1)(2e—- 1) 


Il numeratore N(x) si annulla per 21 = 12/13 e per x2 = 1tyi8, quindi 
N(x) > 0 per ri < x < 23 (si osservi che x] < 0 e che x2 € (3,1). Come 
prima il denominatore è positivo per x < 1/2 e per x > 1. Pertanto, tenendo 
conto del vincolo x < 0, la disequazione è verificata per x1 < x < 0. 

In conclusione, la disequazione è verificata per x € (21,3) U (1,+00). 


e) -5<r<-2,-j<e<1,1<r< HM, Ma<-3i. 


ga 


Osserviamo dapprima che il secondo membro è sempre > 0 dove è definito, 
ossia per x? — 2x > 0, cioè per x < 0 oppure x > 2. La disequazione è 
sicuramente verificata se il primo membro x — 3 è < 0, ovvero per x < 3. 

Se x — 3 > 0, eleviamo al quadrato entrambi i membri ottenendo 


x —6r+9<ax? -2x cioè da > 9, ossia. x> 


Tv) 


Raccogliendo tutte le informazioni ottenute, concludiamo che la disequazione 
è verificata dove è definita, ossia per 7 < 0 oppure per x > 2. 


h} x € [-3,-v3)U(V3,+00). 


i) 
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Osserviamo che |x? — 4] > 0 e quindi /|r2 — 4| è sempre definita. Scriviamo 
la disequazione nella forma 


V|e2— 4|> x. 


Se x < 0, la disequazione è verificata in quanto il primo membro è sempre 
positivo. Se x > 0, eleviamo al quadrato entrambi i membri: 


la? — 4j> a. 
Osserviamo che 


|e? — 4] = x — 4 se x < —2 oppure x > 2, 
-r° +4 se-2<7r<2. 


Sia dapprima x > 2; la disequazione diventa x? — 4 > x? che non è mai vera. 
Sia ora 0 < x < 2; si ha —x?2 +4 > x? ovvero x? — 2 < 0. Dunque dovrà essere 
O<a<v2. 

In definitiva, la disequazione è verificata per x < V/2. 


0) ® € (-2,-vV2)U(2, +00). 


2. Sottoinsiemi di R: 


a) Poiché x2+4x+13 = 0 non ha soluzioni reali, la condizione 22 +4r+13 < 0 non 


c) 


d) 


è mai verificata e il primo insieme è vuoto. Viceversa, 3x? + 5 > 0 è verificata 
per ogni x € R, cioè il secondo insieme è tutto R. Dunque A=0NR= 0. 


} B=(-00,-2)U(2,5). 


Possiamo scrivere 
x? -—5r+4 (x-4(e-1) 
x2-9 (e-3)(x+3) 


dunque il primo insieme è (--3,1) U (3,4). 

Per individuare il secondo insieme, risolviamo l’equazione irrazionale V7x + 1+ 
x = 17 che riscriviamo nella forma V7x + 1 = 17 — x. Osserviamo che per l’e- 
sistenza del radicale deve essere x > -i e che, essendo una radice quadrata 
sempre > 0, dobbiamo imporre 17 — x > 0, ovvero x < 17. Per i <x<17, 
eleviamo al quadrato ambo i membri, ottenendo 


7r+1=(17-x)?, x? — 41r +288=0. 


L’ultima equazione ha due soluzioni x; = 9 e x2 = 32; la seconda non è 
accettabile. Quindi il secondo insieme contiene soltanto x = 9. 

In definitiva, C = (-3,1)U(3,4)U {9}. 

D={[1,+00). 
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Figura 1.13. Sono rappresentati i sottoinsiemi A e B relativi all’Esercizio 3 


3. Sottoinsiemi di R°: 
a) La condizione è verificata se 7 e y sono di segno concorde, ossia nel primo e 
terzo quadrante, assi compresi (Figura 1.13, a sinistra). 


»)) Si veda la Figura 1.13, a destra. 


c) Si ha 
È 2 
21_Jy_-€° sey2e 
== {4 £ ipa Cor 
Yy SCYSTC". 


2 


La condizione y > x? significa che stiamo considerando la regione del piano 
delimitata inferiormente dalla parabola y = x?. In tale regione deve essere 


y- ax? <1 cioè y<ax°+1, 


ossia deve valere x? < y < x2 + 1. 
Viceversa, se y < 27, si deve avere 


a -y<1 cioè y>x° = 1, 


ossia deve valere 22 — 1<y < 2°. 
In conclusione, la regione cercata è compresa tra le due parabole (non incluse) 
y=22-1cy=2?+1 (Figura 1.14, a sinistra). 


Figura 1.14. Sono rappresentati i sottoinsiemi C' e D relativi all’Esercizio 3 


d) 
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axy=—-l1 e 


Figura 1.15. Sono rappresentati i sottoinsiemi E e F' relativi all'Esercizio 3 


Si veda la Figura 1.14, a destra. 


e) Se x > 0, la condizione 1 + xy > 0 equivale a y > 1. Quindi si considerano i 


f) 


ia del primo e del quarto quadrante che si trovano al di sopra dell’iperbole 
Y = n 

Se x < "0, la condizione 1 + xy > 0 equivale a y < —+ e pertanto è soddisfatta 
dai punti del secondo e del terzo quadrante che si trovano al di sotto dell’iper- 
bole y= 1. 

Se x = 0, la disequazione 1+ xy > 0 è verificata per ogni y, ossia l’asse y 
appartiene all’insieme E. 

Riassumendo, la regione cercata è compresa tra i due rami dell’iperbole 


(esclusa) y = 1 a cui va aggiunto l’asse y (Figura 1.15, a sinistra). 


Si veda la Figura 1.15, a destra. 


i. Insiemi limitati e non: 


b) 


( 


} Risulta A = {1,2,3,...,3, 3, 1:---}. Poiché N \ {0} C A, l’insieme A non è 
superiormente limitato e quindi sup A = +00 e il massimo non esiste. 

Inoltre, ogni elemento di A è positivo e dunque A è inferiormente limitato. 
Verifichiamo che 0 è il massimo dei minoranti di A. Infatti, se r > 0 fosse un 
minorante di A, dovrebbe Vale 5 > r per ogni n € N non nullo. Questo equi- 


vale a n? < 7, ovvero a n < Fr il che è assurdo in quanto l'insieme dei numeri 


naturali non è superiormente limitato. Inoltre 0 é A e quindi concludiamo che 
inf A = 0 e A non ha minimo. 


infB=-1, supB= - = 20, non esiste min B. 

Si ha C = [0,1]U{3, 3, 7, $,...} C [0,2); quindi C è limitato. Risulta inf C = 
Im — 

min C = 0; inoltre, essendo = a 2 ji non è difficile verificare che 
n n 


sup C = 2, ma il massimo non esiste. 


l} inf C — minl = —-6, supB = maxB=3. 
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Funzioni 


Esempi di funzioni ci provengono dalla vita quotidiana (ad ogni studente iscritto 
al Politecnico è univocamente associato un numero di matricola), dalla descrizione 
del mondo fisico (ad ogni punto di una regione dello spazio occupata da un fluido 
associamo la velocità della particella che in un certo istante transita per il punto), 
dall'economia (ad ogni giorno di apertura della borsa di Milano associamo l’indice 
Mibtel del mercato azionario), e così via. 

Il concetto matematico di funzione unifica situazioni diverse. 


2.1 Definizioni e primi esempi 


Siano X e Y due insiemi. Una funzione f definita in X a valori in Y è una 
corrispondenza che associa ad ogni elemento x € X al più un elemento y € Y. 
L’insieme degli x € X a cui f associa un elemento di Y forma il dominio di f; 
esso è dunque un sottoinsieme di X, che indicheremo con dom f. Scriveremo quindi 


f:domf CX Y. 


Se dom f = X, diremo che f è definita su X e scriveremo più semplicemente 
FIXAY. 

L’elemento y € Y associato ad un elemento x € dom f si dice l’immagine di 
x attraverso f e si indica con y = f(x). Talvolta si scrive 


fiat f(2). 


L’insieme degli elementi y di tipo y = f(x) forma l’immagine di f; esso è dunque 
un sottoinsieme di Y che indicheremo con im f. 

Il grafico di f è il sottoinsieme J°(f) del prodotto cartesiano X x Y costituito 
dalle coppie (x, f(x)) al variare di x nel dominio di f, ossia 


- {(x, f(x) (SIP, GS AMA dom f}. (2.1) 
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Figura 2.1. Rappresentazione schematica di una funzione attraverso diagrammi di Venn 


Nel seguito, considereremo nella maggior parte dei casi funzioni che operano 
tra insiemi di numeri. Se Y = R, la funzione f dicesi reale. Se X = R, la fun- 
zione dicesi di variabile reale. Osserviamo che il grafico di una funzione reale di 
variabile reale è un sottoinsieme del piano cartesiano R?. 


Un caso particolare notevole di funzione si ha quando X = N e il dominio 
della funzione contiene un insieme del tipo {n € N : n > no} per un qualche 
intero no > 0. Una tale funzione dicesi successione. Solitamente, denotata con 
a la successione, si preferisce indicare l’immagine dell’intero n con la notazione 
An piuttosto che con il simbolo a(n); in altre parole scriveremo a :n+ an. Un 
modo comunemente usato per indicare una successione è tia batna (ignorando gli 
eventuali termini con n < no) 0 ancora più semplicemente {an}. 


Esempi 2.1 
Consideriamo dapprima alcuni esempi di funzioni reali di variabile reale. 


i) f:R+R, f(x) = ax+ò (con a, b coefficienti reali), il cui grafico è una retta 
(Figura 2.2, in alto a sinistra). 

i f:R-+ R, f(x) = 2°, il cui grafico è una parabola (Figura 2.2, in alto a 
destra). 

il f:R\{0O} CR>R, f(@) = 


asintoti (Figura 2.2, in basso a sinistra). 


, il cui grafico è un’iperbole riferita agli 


ale 


iv} Una funzione reale di variabile reale può essere definita a tratti, ossia 
attraverso espressioni diverse su intervalli diversi. Un esempio è la funzione f : 
[0,3] — R definita come 
dx se0<x< 1, 
f(a)=<A4-x sel<a<2, (2.2) 
xr-l se2<x<4, 
e rappresentata in Figura 2.2, in basso a destra. 
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(0) Il 2 3 
Figura 2.2. Grafico delle funzioni f(x) = 2r — 2 (in alto a sinistra), f(x) = x? (in alto a 


destra), f(x) = z (in basso a sinistra) e della funzione definita a tratti in (2.2) (in basso 


a destra) 


Tra le funzioni definite a tratti, sono particolarmente significative: 


v) la funzione Valore assoluto (Figura 2.3, in alto a sinistra) 


(ad esempio, [4] = 4, [V2] = 1, [-1] = -1, [ 5] = —2); si osservi che, per ogni 
x € R, si ha (e]<x<|[e] +1; 
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Figura 2.3. Grafici delle funzioni Valore assoluto (in alto a sinistra), Segno (in alto a 
destra), Parte intera (in basso a sinistra) e Mantissa (in basso a destra) 


vili) la funzione Mantissa (Figura 2.3, in basso a destra) 


si osservi che, per la precedente proprietà della Parte intera, si ha sempre 0 < 
M(x)<1). 
Vediamo ora qualche esempio di successione. 
ix] La successione 
n 


= 2.3 
Mani (2.3) 
è definita per ogni n > 0. I primi valori della successione sono 
1 2 + 3 
= =_-=00. =_-=0.6 =-=0.75. 
ao=0, @ 3 9, 2 3 r Meg 


Il grafico di tale successione è riportato in Figura 2.4 (in alto a sinistra). 


an = (1 + 1} (2.4) 


è definita per ogni n > 1. I primi valori della successione sono 


9 64 i 625 
a1=2, @2= 7 2.25, a3 = 7° 2.37037, @4= 6 2.44140625.. 


x} La successione 


Il grafico di tale successione è riportato in Figura 2.4 (in alto a destra). 
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120 


0 12 3 4 5 


Figura 2.4. Grafico delle successioni (2.3) (in alto a sinistra), (2.4) (in alto a destra), 
(2.5) (in basso a sinistra) e (2.6) (in basso a destra) 


xi] La successione 

An = n! (2.5) 
associa ad ogni intero il suo fattoriale, definito in (1.9). Il grafico di tale succes- 
sione è riportato in Figura 2.4 (in basso a sinistra); si noti che i valori assunti 
dalla successione crescono molto velocemente al crescere di n e quindi si sono 
utilizzate scale differenti sugli assi coordinati. 


xii] La successione 


an =(-1)" = 


1 ; : 
{ +1 senè pari, (m>0) (2.6) 


—1 sen è dispari, 
alterna i valori +1 e —1 a seconda della parità di n. Il grafico di tale successione 
è riportato in Figura 2.4 (in basso a destra). 


Infine, ecco due esempi di funzioni definite su R? (funzioni di due variabili realt). 


f:R°+R, f(2,y)= Ve +y? 


associa al generico punto P del piano, di coordinate (x,y), la sua distanza 
dall’origine degli assi. 


xili] La funzione 


xiv] La funzione 3 E 
fF:RT-R%, f(2,y)=(y,2) 
associa al punto P il punto P’ simmetrico rispetto alla bisettrice del I e III 


quadrante. O 
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Si consideri una funzione definita in X a valori in Y. È bene prestare attenzione 
al fatto che il simbolo usato per indicare gli elementi di X (a cui sovente ci si rife- 
risce come la variabile indipendente) e quello usato per indicare gli elementi di Y 
(la variabile dipendente), possono essere assolutamente arbitrari. Quello che real- 
mente determina la funzione è il modo di associare ad ogni elemento del dominio il 
corrispondente elemento dell’immagine. Ad esempio, se x,y,z,t sono simboli per 
indicare numeri reali, le scritture y = f(«) = 3x, oppure x = f(y) = 3y, oppure 
ancora z = f(t) = 3t, denotano la stessa funzione, quella che ad ogni numero reale 
associa il suo triplo. 


2.2 Immagine e controimmagine 


Sia A un sottoinsieme di X. L'immagine di A attraverso f è l’insieme 


di tutte le immagini degli elementi di A. Si osservi che f(A) è vuoto se e solo se A 
non contiene elementi del dominio di f. L'immagine f(X) dell’intero insieme X è 
già stata indicata con im f. 

Sia poi y un generico elemento di Y; la controimmagine di y attraverso f 
è l'insieme 


Sf) ={x € domf : f(a)=y} 


degli elementi di X che hanno come immagine y. Notiamo che tale insieme è 
vuoto se e solo se y non sta nell'immagine di f. Se B è un sottoinsieme di Y, la 
controimmagine di B attraverso f è l'insieme 


f1(B)={r € domf : f(x) € 


unione di tutte le controimmagini degli elementi di B. 


È facile verificare che A C F3(f(A)) per ogni sottoinsieme A di dom f, mentre 
F(f7}(B))= BNimf < B per ogni sottoinsieme B di Y. 


Esempio 2.2 
Sia f:R+ R, f(x) = x2. L'immagine attraverso f dell’intervallo A = [1,2] è 
l’intervallo B = [1,4]. Al contrario, la controimmagine di tale B attraverso f è 
l’unione degli intervalli [-2, —1] e [1, 2], ossia l'insieme 
I(B)={reR:1<]|e|<2} 
(si veda la Figura 2.5). 


I concetti di estremo superiore/inferiore e di massimo/minimo di un insieme, già in- 
trodotti nel Paragrafo 1.3.1, possono essere particolareggiati al caso dell'immagine 
di una funzione. 
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y= f(x) l y= f(x) 


S'(B) 


Figura 2.5. Immagine di un intervallo (a sinistra) e controimmagine di un intervallo (a 
destra) per la funzione f(x) = x? 


Definizione 2.3 Sia f una funzione reale, e sia A un sottoinsieme di dom f. 
Chiamiamo estremo superiore di f su A (o in A) l’estremo superiore 
dell’îimmagine di A attraverso f; poniamo dunque 


un f(a)=supf(A)=sup{f(x)|x € A}. 


Diciamo che f è superiormente limitata su A se l’insieme f(A) è 


superiormente limitato, cioè se sup f(x) < +00. 

xrE A 
Se sup f(x) è finito ed appartiene ad f(A), allora esso è il massimo di questo 
NO : I 
insieme. Tale numero viene detto il valore massimo (0 semplicemente il 


massimo) di f su A e indicato con max f(x). 
TE 4 


I concetti di estremo inferiore e di minimo di f su A sono definiti in modo 
analogo. Infine, f dicesi limitata su A se l’insieme f(A) è limitato. 


Talvolta si usano le notazioni più sintetiche sup, f, maxa f, etc. 


Notiamo che il valore massimo M = maxa f di f sull’insieme A è caratterizzato 
dalle seguenti condizioni: 


i) M è un valore assunto dalla funzione su A, cioè 
esiste xy € A tale che f(xy) = M; 
ii) M è maggiore o uguale a ogni altro valore assunto dalla funzione su A, cioè 


per ogni x € A, f(x) < M. 
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Esempio 2.4 


Consideriamo la funzione f(x) definita in (2.2). È facile verificare che 
= 3, in =0, = 3, inf c)=1 
pa fe) Ario Rale ll 
Il valore 1 non è assunto dalla funzione in alcun punto dell’intervallo [1, 3], dunque 
non esiste il minimo di f su tale insieme. C 


2.3 Funzioni suriettive e iniettive; funzione inversa 


Una funzione a valori in Y dicesi suriettiva (su Y) se im f = Y; in altre parole, 
ogni y € Y è immagine di almeno un elemento x € X. Ad esempio, la funzione 
f:R-R, f(x) = arx+bcona #0 è suriettiva su R: il numero reale y è immagine 


y- Db 


di x = "— . AI contrario, la funzione f:R— R, f(x) = x? 


non è suriettiva su 


a 
R, in quanto il suo insieme immagine è l’intervallo [0, +00). 


Una funzione f dicesi iniettiva se ogni y € im f è immagine di un solo elemento 
x € dom f. In altri termini, se si ha y = f(x1) = f(x2) con 21, 2 elementi del 
dominio di f, allora necessariamente deve essere x] = 22. Ciò, a sua volta, equivale 
alla condizione che, per ogni 21,2 € dom f, 


tifa > Fc) # f(22) 


(si veda la Figura 2.6). Se una funzione f è iniettiva, possiamo associare ad ogni 
elemento y dell’immagine l’unico elemento x del dominio tale che f(x) = y. Tale 
corrispondenza determina dunque una funzione definita in Y a valori in X, che 
viene detta funzione inversa di f ed indicata con il simbolo f7!. Si ha quindi 


ef «© =) 


ni f VEE Y1= f(1) 
Ti im f 
dom i f i 7" ya i f(x2) 


Figura 2.6. Rappresentazione schematica di una funzione iniettiva e della sua inversa 
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(si osservi che la notazione volutamente confonde l’insieme controimmagine di y 
attraverso f con l’unico elemento in esso contenuto). La funzione inversa f 7! ha 
come dominio l’immagine di f e come immagine il dominio di f; in formule, 


dom f7! = im f, im f71 = dom f. 


Una funzione iniettiva è dunque invertibile; i due concetti (iniettività e inverti 
bilità) coincidono. 

Qual è il legame tra il grafico della funzione f, definito nella (2.1), e il grafico 
della funzione inversa f7!? Abbiamo 


DU!) = {(y, FM) EY XX : y e dom f71} 
= {(f(x), a) E Y XX : x € dom f}. 


Pertanto, il grafico della funzione inversa si ottiene da quello di f scambiando tra 
loro le componenti di ciascuna coppia. Nel caso di una funzione reale di variabile 
reale, tale scambio corrisponde, nel piano cartesiano, alla riflessione rispetto alla 
retta y = x. Pertanto, il grafico della funzione inversa si ottiene ribaltando il 
grafico della f rispetto alla bisettrice del I e III quadrante (si veda la Figura 2.7, 


y =$ a=:f" (4) 


y=© 


dom f 


im f 


a) dom f È b) im f Y 


im f 


c) dom f_! x 


Figura 2.7. Dal grafico di una funzione iniettiva al grafico della sua inversa 
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passaggio da a) a b)). Si noti, invece, che il problema di determinare esplicitamente 
l’espressione della funzione inversa nella forma x = f7!(y) può essere di difficile, 
se non addirittura di impossibile, soluzione. 

Spesso, qualora sia possibile determinare la funzione inversa nella forma x = 
f7}(y), si preferisce tornare ad indicare la variabile indipendente (della f7!) con 
il simbolo x e la variabile dipendente con il simbolo y, ottenendo così l’espressione 
y= f (a). Si esegue dunque un puro e semplice cambiamento di notazioni (si 
ricordi quanto detto alla fine del Paragrafo 2.1). Ciò permette, ad esempio, di 
tracciare il grafico della funzione inversa sullo stesso riferimento cartesiano usato 
per rappresentare il grafico della funzione f (si veda la Figura 2.7, passaggio da 
b) ac)). 


Esempi 2.5 


ì} La funzione f : R + R, f(x) = ax + dè iniettiva per ogni a # 0 (infatti, 
f(a1) = f(x2) > ax, = ar, # x, = ro). La sua funzione inversa è x = 
x- Db 
“ta z , 0, che è lo stesso, y= f(x) = 9 


I a 

lì) La funzione f : R + R, f(x) = x? non è iniettiva perché f(x) = f(-) per 
ogni x reale. Tuttavia, se ci limitiamo a considerare valori > 0 per la variabile 
indipendente, cioè se restringiamo f all’intervallo [0, +00), allora la funzione 
risulta iniettiva (infatti, f(21) = f(c2) > x72-x3 = (x1- z2)(21+ 22) = 
0 => x; = x). La funzione inversa è x = f7!(y) = vY, anch'essa definita 
su [0, +00). Più comunemente, si dice che la funzione ‘elevamento al quadrato’ 
y = x? ha come funzione inversa (su [0,+00)) la funzione ‘radice quadrata’ 
y = vx. Notiamo che anche la restrizione di f all’intervallo (—00, 0] fornisce una 
funzione iniettiva; in tal caso, la funzione inversa è y = —v®. 

îil La funzione f : R + R, f(x) = 23 è iniettiva. Infatti, f(21) = f(c2) > 
x3-—x3 = (x1-x2)(27+%172+x3)=0 > x1= 2 in quanto 27 + x129+x3 = 
3[eî + 13 + (21 + ©2)?] > 0 qualunque siano x1 # x2. La funzione inversa è la 


funzione ‘radice cubica’ y = &x definita su tutto R. O 


Osserviamo che, come fatto nell'esempio ii) precedente, se una funzione f non 
è iniettiva su tutto il suo dominio, lo può essere su un sottoinsieme A C dom f. 
La restrizione di f ad A, cioè la funzione 


lA tale che fu(x)= f(x), Vac A, 


risulta quindi invertibile. 


Sia f definita su X a valori in Y. Se f è iniettiva e suriettiva su Y, si dice che 
f è una biiezione (o una funzione biiettiva) di X in Y. In tal caso, la funzione 
inversa f! è definita su Y, ed è anch’essa iniettiva e suriettiva (su X); dunque, è 
una biiezione di Y in X. 

Ad esempio, le funzioni f(x 


:) = ax + b (con a # 0) e f(x) = x* sono biiezioni 
di IR in sé. La funzione f(x) = 


2? è una biiezione dell’intervallo (0, +00) in sé. 


2.4 Funzioni monotòne 43 


Se f è una biiezione di X in Y, si dice che gli insiemi X e Y sono in corri- 
spondenza biunivoca attraverso f: ad ogni elemento di X corrisponde uno e 
un solo elemento di Y, e viceversa. L’allievo osservi che due insiemi finiti (cioè 
contenenti un numero finito di elementi) possono essere messi in corrispondenza 
biunivoca se e solo se hanno lo stesso numero di elementi. Al contrario, un insie- 
me infinito può essere messo in corrispondenza biunivoca con un suo sottoinsieme 
proprio; ad esempio, la funzione (successione) f : N + N, f(n) = 2n, stabilisce 
una corrispondenza biunivoca tra N e il sottoinsieme formato dai numeri pari. 


A conclusione di questo paragrafo, vogliamo menzionare un’importante inter- 
pretazione dei concetti di iniettività, suriettività e biiettività qui introdotti. So- 
vente, tanto nella Matematica pura quanto nelle sue applicazioni, si è interessati 
a risolvere un problema, o una equazione, che si scrive nella forma 


Fa) = y 


con f opportuna funzione tra due insiemi X e Y. La quantità y rappresenta il dato 
del problema, o il termine noto dell'equazione, mentre 2 rappresenta la soluzione 
del problema, o l’incognita dell'equazione. Ad esempio, dato il numero reale y, si 
vuole trovare x numero reale soluzione dell’equazione algebrica 


+02 — Ya =y. 


Ebbene, dire che la funzione f è suriettiva su Y equivale a dire che il problema o 
l'equazione che ci interessa ha almeno una soluzione per ogni y fissato in Y; dire 
che f è iniettiva significa che la soluzione, se esiste, è unica; finalmente, dire che f 
è una biiezione di X in Y equivale a dire che per ogni y fissato in Y esiste una e 
una sola soluzione x € X. 
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Sia f una funzione reale di variabile reale. Indichiamo con / il dominio di f, op- 
pure un intervallo contenuto nel dominio. Vogliamo descrivere in termini precisi 
la situazione in cui al crescere della variabile indipendente in / si ha una cresci- 
ta, o una diminuzione, della variabile dipendente. Ad esempio, se aumentiamo la 
temperatura di un gas confinato in un recipiente, la sua pressione aumenta; vice- 
versa, all'aumentare dei chilometri percorsi dall’ultimo rifornimento, la quantità 
di carburante in un’automobile diminuisce. Diamo la seguente definizione. 


Definizione 2.6 La funzione f dicesi monotòna crescente su / se, presi 


comunque due elementi x, e vg in I con x < xo, si ha f(x1) < f(x2); in 


simboli, 


Va, x2 € I, ti<r > f(21)£f(22) 2. 
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y= f(x) 
f(x2)| y= f(x) 


f(x1) = f(12) 


Figura 2.8. Funzione strettamente crescente (a sinistra) e funzione decrescente (a destra) 
su un intervallo / 


La funzione f dicesi monotòna strettamente crescente su / se vale la 
condizione 


Va, co € I, TI <T2 > F(c1) < f(x) A 


Notiamo che se una funzione è strettamente crescente allora è anche crescente, cioè 
la condizione (2.8) è più restrittiva della condizione (2.7). 

Le definizioni di funzione monotòna decrescente e monotòna stretta- 
mente decrescente su / si ottengono dalle corrispondenti definizioni precedenti 
rovesciando le disuguaglianze tra f(x1) e f(x2). 

Si dice che una funzione f è (strettamente) monotòna su / se f è monotòna 
(strettamente) crescente oppure monotòna (strettamente) decrescente su I. Un 
intervallo / su cui f sia monotòna si chiama intervallo di monotonia di f. 


Esempi 2.7 


i) La funzione f : R > R, f(x) = ar + b, per a > 0 è strettamente crescente 
su R, per a = 0) è costante su R (e dunque tanto monotòna crescente quanto 
monotona decrescente), per a < 0 è strettamente decrescente su R. 


ll) La funzione f : R + R, f(x) = x? è monotona strettamente crescente su 
I = [0,+0©); infatti, presi due numeri arbitrari 21,22 > 0 con 21 < 9, si 
ha x7 < x1r2 < x3. In modo analogo, si vede che f è monotona strettamente 
decrescente su (--00,0]. Non è difficile verificare che tutte le funzioni del tipo 
y = x" con n > 4 pari hanno, per quanto riguarda la monotonia, lo stesso 
comportamento della f (Figura 2.9, a sinistra). 


ili) La funzione f:R + R, f(x) = x° è monotona strettamente crescente su R. 
Tutte le funzioni del tipo y = x” con n dispari hanno lo stesso comportamento 
(Figura 2.9, a destra). 


iv] Con riferimento agli Esempi 2.1, le funzioni y = [x] (Parte intera di x) e 
y = sign(x) (Segno di x) sono monotone crescenti (ma non strettamente) su R. 
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Figura 2.9. Grafici di alcune funzioni y = x”, a sinistra con n. pari e a destra con n 
dispari 


Invece la funzione y = M(x) (Mantissa di 2) non è monotona su R; essa è però 
strettamente crescente su ogni intervallo [n, n +1) con n € Z. O 


Enunciamo ora un semplice ma significativo risultato. 


Proposizione 2.8 Se f è strettamente monotona sul suo dominio, allora f 


è iniettiva. 


Dimostrazione. Supponiamo, per fissare le idee, che f sia strettamente crescente. 


Presi due numeri x, xo € dom f con x} # xo, sarà 7] < 72 oppure 
to < x. Nel primo caso, usando l’implicazione (2.8) otteniamo 
f(x1) < f(#2) e dunque certamente f(x1) # f(12). Nel secondo 


caso, arriviamo alla stessa conclusione scambiando il ruolo di x 


e To. 


Nell’ipotesi dell’enunciato appena dimostrato, esiste dunque la funzione inversa 
f }; è facile verificare che f7? risulta anch’essa strettamente monotona, in modo 
concorde con f (cioè entrambe sono strettamente crescenti o strettamente decre- 


scenti). 
Ad esempio, la funzione strettamente crescente f : [0, +00) + [0,+00), f(x) = x? 
1 


ha come inversa la funzione f7! : [0,+00) + [0,+00), f71(x) = v£, anch'essa 


strettamente crescente. 


Notiamo che l’implicazione logica 


f strettamente monotona sul suo dominio > f iniettiva 


46 2 Funzioni 


non può essere rovesciata. In altri termini, una funzione f può essere iniettiva senza 
essere strettamente monotona sul suo dominio. Ad esempio, la funzione f :R—- R 
definita come 


ser #0, 


&]w 


TOE 
0 sex=0, 


è iniettiva, anzi è una biiezione di R in s6, ma non è né strettamente crescen- 
te, né strettamente decrescente su R. Torneremo su questo punto nel successivo 
Paragrafo 4.3. 


È utile osservare che la somma di funzioni monotone concordi (cioè tutte cre- 
scenti oppure tutte decrescenti) è ancora una funzione monotona dello stesso tipo 
ed è strettamente monotona se almeno una delle funzioni lo è. Ad esempio, la fun- 
zione f(x) = x° + x è strettamente crescente su tutto R in quanto somma di due 
funzioni che godono di tale proprietà. In base alla Proposizione 2.8, f è dunque 
invertibile; si noti tuttavia che non è possibile esplicitare la relazione f(x) = y 
nella forma x = ft(y). 


2.5 Funzioni composte 


Indichiamo con X,Y,Z tre insiemi. Sia f una funzione definita in X a valori in 
Y, c sia g una funzione definita in Y a valori in Z. Possiamo costruire una nuova. 
funzione A definita in X a valori in Z ponendo 


h(a)= g(f(2)). (2.9) 


La funzione A si dice funzione composta di f e g, e si indica con il simbolo 
h=g0 f (che si legge ‘9 composto f'). 


Esempio 2.9 


Consideriamo le due funzioni reali di variabile reale y = f(x) = x—3e 2 = g(y) = 
y? + 1. La funzione composta di f e gè 2 = h(a) = 90 f(a) = (e -3)? +1. 


Il dominio della funzione composta g o f si determina, tenendo conto della 
definizione (2.9), in questo modo: affinché x appartenga al dominio di g o f, deve 
innanzitutto essere definito f(x), dunque x deve stare nel dominio di f; inoltre, 
f(x) deve essere um elemento del dominio di g. Pertanto, 


dom g. 


Iì dominio di 9g o f è dunque un sottoinsieme del dominio di f (si veda la 
Figura 2.10). 


2.5 Funzioni composte AT 
v 
y=f(a°) 
Vi ”H 
im f YyY 


li N 
J domg Y 9 
y= f(x) 


I 4 


CÀ { UA 
/ gq z F-gU i 
x 7 Ù 


dom f N 


eq 
gof 2z=9° f(x) 
domg o f ; 
X imgo f z 


Figura 2.10. Rappresentazione schematica di una funzione composta attraverso 
diagrammi di Venn 


Esempi 2.10 

L+2 

|e- 1l 

dd ict Sf E, sui 

è l'intervallo [0, +00). Il dominio di 9g o f(x) = fe=1l è costituito dagli x # 1 
. x+2 

tali che E-1 > 0; dunque, dom g 0 f = [-2, +00) \ {1}. 

il Talvolta la funzione composta go f ha dominio vuoto. Ciò accade, ad esempio, 

1 
se f(x) = mxSì (per cui si ha sempre f(x) < 1) e g(y) = Vy — 5 (il cui dominio 
è [5,+00)). Li 


i) Sia f(a) = ; il cui dominio è R \ {1}; sia poi g(y) = yY, il cui dominio 


Il prodotto di composizione non è commutativo: se è possibile definire tanto 
9° f quanto f 0 g (ad esempio quando X = Y = Z), le due funzioni in generale 
x 


1 1 
non coincidono. Ad esempio, se f(x) = — e g(x) = a si ha go f(x) = 
x 


mentre fo g(a)=1+%. 


Se f e 9g sono entrambe funzioni iniettive (oppure suriettive, oppure bilettive), 
non è difficile verificare che la funzione composta g o f ha la stessa proprietà. In 
particolare, nel caso dell’iniettività, vale la formula 


(got) = fog”. 


Inoltre, se f e g sono funzioni reali di variabile reale monotone, anche la g o f 
sarà monotona: precisamente, sarà monotona crescente se f e g sono entrambe mo- 
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notone crescenti oppure monotone decrescenti, mentre sarà monotona decrescente 
negli altri casi. Verifichiamo una di tali proprietà. Sia ad esempio f crescente e 
g decrescente; se x1 < rg sono due elementi di dom g o f, allora dalla monotonia 
di f si deduce f(x1) < f(x2); successivamente, la monotonia di g implica che 
g(f(x1)) => g(f(x2)). Dunque 9 o f risulta decrescente. 


Osserviamo infine che se f è una funzione iniettiva (e dunque esiste la funzione 
inversa f 1), si ha 


flof(a)=f(f(@))=a, Vee domf, 
fof'(M= FSM) = Vyeimf. 


Detta funzione identità su un insieme X la funzione idy : X — X tale che 
idx(x) = x per ogni x € X, si ha quindi f ? 0 f = idaomf e fo f7 = idimy. 


2.5.1 Traslazioni, cambiamenti di scala, riflessioni 


Sia f una funzione reale di variabile reale (si consideri ad esempio la funzione 
rappresentata nella Figura 2.11). Fissato un numero reale c # 0, indichiamo con 
to : R + R la funzione t.(x) = x + c. La composizione di f con t, ha l’effetto di 
una traslazione del grafico di f: precisamente, il grafico della funzione fot.(x) = 
f(x +c) è traslato orizzontalmente rispetto al grafico di f, verso sinistra se c > 0, 
verso destra se c < 0. Similmente, il grafico di t, 0 f(x) = f(x) + c è traslato 
verticalmente rispetto al grafico di f, verso l’alto se c > 0, verso il basso se c < 0. 
Si veda per un esempio la Figura 2.12. 


Fissato un numero reale c > 0, indichiamo poi con s; : R + R la funzione 
se(x) = cr. La composizione di f con s; ha l’effetto di un cambiamento di scala 
nel grafico di f. Precisamente, se c > 1, il grafico della funzione f o sc(x) = f(cz) 
si ‘comprime’ orizzontalmente rispetto al grafico di f, verso l’asse delle ordinate; 
se invece 0 < c < 1, il grafico si ‘dilata’ allontanandosi dall’asse delle ordinate. Un 
effetto analogo, ma in direzione verticale, si ha per la funzione s, o f(x) = cf(2): 
in questo caso, se c > 1 il grafico si ‘dilata’ allontanandosi dall’asse orizzontale, 


Figura 2.11. Grafico di una funzione f(x) 
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y= f(x +c), c>0 y= f(c+c), c<0 


Figura 2.12. Grafici delle funzioni f(x + c) con c > 0 (in alto a sinistra), f(r + c) con 
c < 0 (in alto a destra), f(x) + c con ce < 0 (in basso a sinistra), f(x) + c con c > 0 (in 
basso a destra), dove f(x) è la funzione rappresentata nella Figura 2.11 


mentre se 0 < c < 1 il grafico si ‘comprime’ verso l’asse orizzontale. Per un esempio, 
si veda la Figura 2.13. 


Notiamo poi che il grafico di f(—x) si ottiene riflettendo il grafico di f(x) 
specularmente rispetto all’asse delle ordinate. Invece, il grafico della funzione f(|z]) 
coincide con quello di f per x > 0, mentre si ottiene per riflessione speculare 
di quest’ultimo rispetto all’asse delle ordinate per x < 0. Infine, il grafico della 
funzione |f(x)| coincide con quello di f dove f(x) > 0, mentre si ottiene dal 
grafico di f per riflessione speculare rispetto all’asse delle ascisse dove f(x) < 0. 
Per un esempio, si veda la Figura 2.14. 


2.6 Funzioni elementari e loro proprietà 
Premettiamo alcune utili definizioni. 


Definizione 2.11 Sia f : dom f C R + R una funzione il cui dominio 
sia simmetrico rispetto all’origine, cioè tale che se x € dom f allora anche 


—x € dom f. La funzione f dicesi pari se f(-x) = f(x) per ogni x € dom f, 
mentre dicesi dispari se f(-x) = —f(x) per ogni x € dom f. 
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yg=:f(®), e l y= f(cr), c< 1 


y='‘ef(c), c> 1 


y=cf(x) c< 1 


Figura 2.13. Grafico della funzione f(cr) con c > 1 (in alto a sinistra), della funzione 
f(cx) con 0 < e < 1 (in alto a destra), della funzione cf(x) con e > 1 (in basso a sinistra), 
della funzione cf(x) con 0 < c < 1 (in basso a destra) 


Notiamo che il grafico di una funzione pari è simmetrico rispetto all’asse delle 
ordinate, mentre quello di una funzione dispari è simmetrico rispetto all’origine. 
Osserviamo inoltre che se f è dispari e definita nell'origine, allora necessariamente 
si annulla nell’origine, in quanto si ha f(0) = — f(0). 


Definizione 2.12 Una funzione f : dom f C R + R dicesìi periodica di 
periodo p (con p > 0 reale) se dom f è un insieme invariante per traslazioni 


di +p (cioè se x + p € dom f per ogni x € dom f) e se vale la condizione 
f(x +p)= f(x) per ogni x € dom f. 


È facile verificare che se f è periodica di periodo p, allora è periodica di ogni 
periodo mp (m e N\{0}) multiplo di p. Il più piccolo periodo, se esiste, si chiama 
periodo minimo della funzione. Una funzione costante è ovviamente periodica 
di ogni periodo p > 0 e quindi non ha periodo minimo. 


Passiamo ora in rassegna le principali funzioni elementari. 
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y= f(-2) y= f(|x{) 


y=|f(|e]) 


Figura 2.14. Grafico della funzione f(—) (in alto a sinistra), della funzione f(|x|) (in 
alto a destra), della funzione |f(x)| (in basso a sinistra), della funzione |f(|x])| (in basso 
a destra) 


2.6.1 Funzioni elevamento a potenza 


Tali funzioni sono del tipo y = x®. Il caso a = 0 è banale, in quanto abbiamo la 
funzione costante y = 2° = 1. Supponiamo a > 0. Per a = n € N\ {0}, ritroviamo 
le funzioni polinomiali y = «” definite su R e già considerate negli Esempi 2.7 
ii) e ili). Se n è dispari, tali funzioni sono dispari, strettamente crescenti su R 
e hanno come immagine R (si ricordi la Proprietà 1.8). Se n è pari, le funzioni 
sono pari, strettamente decrescenti su (—00, 0] e strettamente crescenti su [0, +00); 
l’immagine è l’intervallo [0, +00). 

Consideriamo ora il caso a > 0 razionale. Se a = + con m € N\{0}, definiamo 
la funzione radice m-esima di , indicata con y = x!/" = %/r, come l’inversa della 
funzione y = x”. Essa ha come dominio R se m è dispari, [0,-+00) se m è pari. 
Tale funzione è strettamente crescente e ha come immagine R oppure [0, +00) a 
seconda che m sia dispari o pari. 

In generale, per a = 2 € Q, con n,m € N\ {0} privi di fattori comuni, la 
funzione y = x"/" è definita come y = (x”)!/" = %a". Questa funzione ha 
come dominio R se m è dispari, [0, +00) se m è pari. Essa è strettamente crescente 
su [0,+00) per ogni valore di n. ed m, mentre per m dispari essa è strettamente 
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Figura 2.15. Grafici delle funzioni y = 29/5 (a sinistra), y = x (al centro) e y = x8/? 


(a destra) 


crescente o strettamente decrescente su (—00, 0] a seconda che n sia pari o dispari. 
Consideriamo alcuni esempi (si veda la Figura 2.15). La funzione y = x5/3 è definita 
su R, è strettamente crescente e ha come immagine R. La funzione y = x1/3 è 
definita su R, è strettamente decrescente su (—00,0] e strettamente crescente su 
[0,+00) e ha come immagine [0, +00). Infine, la funzione y = 3/2 è definita solo 
su [0, +00), dove è strettamente crescente e ha immagine [0, +00). 

Introduciamo ora la generica funzione y = x con a > 0 irrazionale. A tale fine, 
notiamo che se a è un numero reale non negativo, possiamo definire la potenza 
a“ con a € Ri \ Q, partendo dalle potenze ad esponente razionale e facendo 
uso della densità dei numeri razionali in R. Se a > 1, possiamo infatti porre 
a° = sup{a"/" | 2 < a}, mentre se 0 < a < 1 poniamo a° = inf{a"/" | 2 < a}. 
Pertanto, la funzione y = x° con a € R4 \ Q risulta definita su [0, +00) e si 
dimostra che è ivi strettamente crescente, con immagine l’intervallo [0, +00). 

Riassumendo, abbiamo definito le funzioni y = x® per ogni valore di a > 0. Esse 
sono tutte definite almeno su [0, +00) e strettamente crescenti su tale intervallo; 
inoltre, tutte soddisfano y(0) = 0, y(1) = 1. È utile osservare che, se a < /, si ha 


(si veda la Figura 2.16). 


0 ] 


Figura 2.16. Grafici di alcune funzioni y = x° (a > 0) per x > 0 
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Figura 2.17. Grafici di alcune funzioni y = x* con a < 0 


Consideriamo infine il caso a < 0. Poniamo per definizione y = x%* = —.. Il 
dominio è dunque il dominio di y = x7® privato dell’origine. Ciascuna funzione è 
strettamente decrescente su (0, +00), mentre se a = — & con m dispari, la funzione 
su (--00, 0) è strettamente crescente se n è pari, strettamente decrescente se n è 
dispari (si veda la Figura 2.17). Notiamo infine che, per ogni valore di a # 0, la 


funzione inversa della funzione y = 2%, ove definita, è la funzione y = x1/%. 
È; È) 


2.6.2 Funzioni polinomiali e razionali 


Una funzione polinomiale 0, semplicemente, polinomio è del tipo P(x) = 
Ana" +-+ 01% + ag con an # 0; n dicesi grado del polinomio. Essa è definita su 
tutto R; la funzione è pari (rispettivamente dispari) se e solo se tutti i coefficienti 
di indice dispari (rispettivamente pari) sono nulli (ricordare che 0 è un numero 


pari). 
i i 7 l P(2) CRETE: 
Una funzione razionale è del tipo R(x) = OE) con P e Q polinomi. Se P 
x 


e Q non hanno fattori comuni, il dominio della funzione sarà R privato degli zeri 
del denominatore. 


2.6.3 Funzioni esponenziali e logaritmiche 


Sia a un numero reale > 0. In base a quanto visto sopra, la funzione esponenziale 
y= a” risulta definita per ogni valore reale x; essa soddisfa y(0) = a® = 1. 

Se a > 1, la funzione è strettamente crescente; se a = 1, la funzione è costante 
uguale a 1, mentre se a < 1, la funzione è strettamente decrescente. Se a # 1, 
l’immagine è (0, +00) (si veda la Figura 2.18). È utile ricordare le seguenti proprietà 
delle potenze: per ogni x,y € R, si ha 


tiv nat, 


(0) 
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l l 
0' 123 | 0 


Figura 2.18. Grafici della funzione esponenziale y = 2° (a sinistra) e y = (3)” (a destra) 


Se a # 1, la funzione esponenziale è strettamente monotona su R, dunque inverti 
bile. La funzione inversa è la funzione logaritmo y = log, x, definita su (0, +00) 
con immagine R; essa soddisfa y(1) = log, 1 = 0. La funzione è strettamente cre- 
scente se a > 1, strettamente decrescente se a < 1 (Figura 2.19). Le proprietà delle 
potenze sopra ricordate si traducono nelle seguenti relazioni: 


Ve,.y>0, 


— loggy, Ve,y>0, 


rx, Ve>0, VyeR. 


Figura 2.19. Grafici delle funzioni y = log, x (a sinistra) e y = log;,2 (a destra) 


2.6.4 Funzioni trigonometriche e loro inverse 


Indichiamo qui con X,Y le coordinate nel piano cartesiano R?. Introduciamo la 
circonferenza trigonometrica, ossia la circonferenza di centro l’origine O = 
(0,0) e raggio unitario, avente quindi equazione X? + Y? = 1. A partire dal 
punto A = (1,0) di intersezione tra la circonferenza e il semiasse positivo delle 
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ascisse, percorriamo la circonferenza in senso antiorario oppure in senso orario. 
Precisamente, detto x un qualunque numero reale, indichiamo con P(x) il punto 
sulla circonferenza ottenuto percorrendo la circonferenza in senso antiorario per un 
arco di lunghezza x se x > 0, oppure in senso orario per un arco di lunghezza —x se 
x < 0. Il punto P(x) individua un angolo nel piano, avente vertice in O e delimitato 
dalle semirette uscenti da O e passanti rispettivamente per A e per P(x) (vedasi la 
Figura 2.20). Il numero x rappresenta la misura dell’angolo in radianti. L'angolo 
di 1 radiante è quello individuato sulla circonferenza trigonometrica dall’arco di 
lunghezza 1; tale angolo misura 300 = 57.2957795 --- gradi. La Tabella 2.1 fornisce 
la corrispondenza tra misura in gradi e misura in radianti di alcuni angoli notevoli. 
Nel seguito, tutti gli angoli saranno misurati in radianti. 


gradi |o 50 | 45 60 | 90 120 | 135 | 150 | 180 270 | 360 


T|2r | 37 | 5r | 3r 
2|3|4}|%6 2 


radianti 2r 


Tabella 2.1. Corrispondenza tra gradi e radianti 


Osserviamo che se incrementiamo o decrementiamo di 27 la lunghezza 2, 
compiamo un intero giro della circonferenza rispettivamente in senso antiorario 
o orario, ritornando allo stesso punto P(x). In altre parole, vale la relazione di 
periodicità 

P(a +27) = P(2), Va € R. (2.11) 


Indichiamo con cosx (‘coseno di 2’) e con sinx (‘seno di x°) rispettivamente 
l’ascissa e l’ordinata del punto P(x), vale a dire poniamo P(x) = (cos, sin x). La 


sin a 


0! COST A 


Figura 2.20. Circonferenza trigonometrica 
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Figura 2.21. Grafico della funzione y = sin 


funzione coseno y = cos e la funzione seno y = sinz sono dunque definite 
su R ed assumono tutti i valori dell’intervallo [1,1]; per la (2.11), sono funzio- 
ni periodiche di periodo minimo 27. Esse soddisfano la relazione trigonometrica 
fondamentale 


(2.12) 


È evidente dal significato geometrico che la funzione seno è dispari, mentre la 
funzione coseno è pari. L'andamento delle funzioni seno e coseno, è rappresentato 
nelle Figure 2.21 e 2.22. 

Alcuni valori notevoli delle funzioni sono riportati nella seguente tabella (in cui 
k denota un qualunque intero relativo): 


T 
sinig. =:0: ;perx | costc=0 per x tha, 


sing =<l0perzg 3+2k7, coso per 2.—2kT, 


sine =-1 per x -37+2%k7, cost=—1 per r=7+2kr. 


Figura 2.22. Grafico della funzione y = cos x 
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Per quanto riguarda la monotonia, si ha 


T T 
strettamente crescente in |- — +2ka,— + 2kr| 


y=sinx è _ i 
strettamente decrescente in 5 + 2kx, a + 2kr| ; 
strettamente decrescente in [2k7, 7 + 27] 

y= C0Sx è 
strettamente crescente in [7 + 2k7, 27 + 2kr]. 


Di notevole importanza sono le formule di addizione e sottrazione 


sin(a + 8) = sina cos + cosasin? 


cos(a + 8) = cosa cos} 7 sina sin 8. 


Da esse, con opportune scelte degli argomenti, si ottengono ad esempio le formule 
di duplicazione 


sin2x = 2sinrcosz, cos2x = 2 c0s° x — Ir (2.13) 
oppure le formule di prostaferesi 


sinx — siny = 2sin < z I cos © ; di (2.14) 


cost — cosy = —2sin 3 don (2.15) 


oppure ancora le relazioni 


sin(c +7)=-sinz, cos(t +7) = — cost, (2.16) 


(2.17) 


Alla luce di quanto visto nel Paragrafo 2.5.1, la prima delle relazioni (2.17), ci 
dice che il grafico della funzione coseno si ottiene da quello della funzione seno 
mediante una traslazione verso sinistra di 7/2 (si vedano ancora le Figure 2.21 e 
2.22). 


La funzione tangente y = tan (indicata anche con y = tg) e la fun- 
zione cotangente y = cotanr (indicata anche con y = cotgr) sono definite 
rispettivamente come 
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Figura 2.23. Grafici delle funzioni y = tan x (a sinistra) e y = cotan x (a destra) 


COST 
cotanxr = 


sin a” 


Ricordando la (2.16), è facile vedere che tali funzioni sono periodiche di periodo 
minimo 7, anziché 27. La funzione tangente è definita su R\{T+kT : ke Z}, è 
strettamente crescente su ogni intervallo (-5+k7, 5+#7) ed assume in ciascuno di 
questi intervalli tutti i valori reali. Analogamente, la funzione cotangente è definita 
su R\{kr : k € Z}, è strettamente decrescente su ogni intervallo (kr, + kr) 
ed assume in ciascuno di questi intervalli tutti i valori reali. Entrambe le funzioni 
sono dispari. I grafici di tali funzioni sono riportati nella Figura 2.23. 

Ricordiamo che, dal punto di vista geometrico, la quantità tanx rappresen- 
ta l’ordinata del punto Q(x) intersezione tra la semiretta uscente dall’origine e 
passante per P(x) e la retta verticale passante per A (si veda ancora la Figura 
2.20). 


Le funzioni trigonometriche, in quanto periodiche, non sono ovviamente inver- 
tibili su tutto il loro dominio. Per effettuarne l’inversione, esse vengono ristrette 
ad un intervallo massimale di monotonia stretta; per ciascuna funzione, si sceglie 
un intervallo principale di invertibilità. 

La funzione y = sin x è strettamente crescente nell’intervallo |-7, 7). La fun- 
zione inversa su tale intervallo viene detta funzione arcoseno e indicata con 
y = arcsin®; essa è definita in [1,1], è ivi strettamente crescente e ha come 
immagine l’intervallo [-3, 5]. È una funzione dispari (si veda la Figura 2.24 a 
sinistra). 

Similmente, la funzione y = cos è strettamente decrescente nell’intervallo 
[0, 7]. Restringendola a tale intervallo, se ne introduce la funzione inversa y = 
arccos x, detta funzione arcocoseno, che risulta dunque definita in [1,1], ivi 
strettamente decrescente e con immagine l’intervallo [0, x] (si veda la Figura 2.24 


a destra). 
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[MIE] 


2 ut 0 1 


Figura 2.24. Grafici delle funzioni y = arcsin x (a sinistra) e y = arccosx (a destra) 


Infine, la funzione y = tan x è strettamente crescente nell'intervallo (--5, 7). La 
funzione inversa su tale intervallo viene detta funzione arcotangente e indicata 
con y = arctan x (o anche con arctg x). Essa è definita su R, è ivi strettamente cre- 
scente e ha come immagine l’intervallo (-5, 7). Anch’essa è una funzione dispari 
(si veda la Figura 2.25 a sinistra). 

Similmente, è possibile definire la funzione arcocotangente y = arccotan x 
come funzione inversa della funzione cotangente sull’intervallo (0,7) (Figura 2.25 


a destra). 


[SE] 


Figura 2.25. Grafici delle funzioni y = arctan x (a sinistra) e y = arccotan x (a destra) 


2.7 Esercizi 


1. Determinare il dominio delle seguenti funzioni: 


3x +1 Va? — 3a — 4 


a) ic n +5 
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sex 20, 


c) f(x) = log(x° — x) Db) Ha)=< 25+1 


i evtt! sex <0 


2. Determinare l’immagine delle seguenti funzioni: 


ail 1 


(A ere (D]f@=vera-1 
o) fa) = dt? d) 1) = {87 sex>1, 
—2xr -5 ser<1 


[3.] Determinare dominio e immagine della funzione f(x) = vcos x — 1; disegnarne 
il grafico. 


[4.] Sia f(x) = — log(x — 1); determinare f_1([0,+00)) e f_!((-00,—1)). 


5. Disegnare i grafici delle seguenti funzioni e indicare eventuali simmetrie e/o 
periodicità: 
a) f(@)=V1- |a] b) f(x) =1+ cos2a 

a ser<1, 


—x ser>l1 


c) f(a) = tan (e + 2) d) f(2) = 


6. Si consideri la funzione f(x) indicata in Figura 2.26; disegnare i grafici di 


f(x) sa ], Fe + 3), Fx _ Li = f(-2), \f(e)|. 


7. Verificare che la funzione f : R — R definita come f(x) = x? — 2x + 5 non è 
invertibile. Individuare opportune restrizioni di f che siano invertibili e scrivere 
l’espressione delle loro inverse. 


—1 


Figura 2.26. Grafico della funzione f relativa all’Esercizio 6 


Ss. 


|9. 
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Determinare il più grande intervallo I su cui la funzione 
fe) = vie -2/-|e]+2 


è invertibile, disegnandone il grafico. Scrivere l’espressione della funzione 
inversa di f ristretta ad I. 


Verificare che f(x) = (1+ 3x)(2x — |x — 1|) definita su [0,+00) è iniettiva. 
Determinare l’immagine e la funzione inversa di f. 


10. Siano f e 9g le funzioni sotto assegnate. Scrivere le espressioni di go f e f 0 9g, 


HA 
1 
11. Data la funzione h(x) = cant 


determinandone i domini. 


| a) | f(x)=x2-3 e g(x)=log(14+) 


b) JS(@)= e g(a)=v2-x 


> , esprimere h come prodotto di composizione 


in cui uno dei fattori è la funzione f(x) = e”. 


|12.| Date le funzioni f(x) = 2° — 3cr+2 e g(x) = a? — 5x + 6, ricavare 


l’espressione e tracciare i grafici delle funzioni 


h(x)= min(f(7),g(2)) e (2) = max(h(r),0). 


2.7.1 Soluzioni 


1. Domini: 


a 


b) 


dom f = R\{-3,2}. 

Si devono imporre le condizioni x? 3x4 > 0ex+5 # 0. La prima condizione 
equivale a (r+1)(2—4) = 0, ossia x € (-00, —- 1]U[4, +00); la seconda equivale 
ax # —5. In definitiva il dominio di f è 


dom f = (--00, -5) U(-5,-1]U [4, +00). 


dom f = (—-00,0) U (1, +00). 

Per studiare il dominio di tale funzione definita a tratti, consideriamo separa- 
tamente i casi 7 > 0exr<0. 

Per x > 0, dobbiamo chiedere che 2x +1 # 0, ovvero x # -3. Poiché -3 <0, 
la funzione è sempre definita per x > 0. 

Per x < 0, imponiamo la condizione x + 1 > 0, ossia x > —1. Dunque la 
funzione, per x negativi, è definita in [-1,0). 

In definitiva, dom f = [-1, +00). 
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2. Immagini: 

a) La funzione y = x? ha immagine [0, +00); dunque la funzione y = x? + 1 ha 
immagine [1, +00). Passando ai reciproci, la funzione data ha immagine (0, 1]. 

») Si tratta di una funzione ottenuta traslando la funzione elementare y = V@ 
(che ha come immagine [0, +00)) dapprima verso sinistra di —2 (y= vx + 2) 


e poi verso il basso di 1 (y= vx + 2— 1). Se ne può quindi tracciare il grafico 
(Figura 2.27) e ottenere im f = [-1, +00). 


im f 


Figura 2.27. Grafico della funzione y= Vvx +2 —1 


In alternativa, si può procedere analiticamente e osservare che 0 < Va +2 < 
+00 implica —-1< vr +2-1%< +00, da cui si ha ancora im f = [-1, +00). 
c) imf = (0, +00); d) imf = (-7,+00). 
3. Imponendo la condizione cosr — 1 > 0, si ottiene costr > 1. Tale relazione è 
verificata solo per x = 2k7, k € Z dove il coseno vale 1; pertanto dom f = {x € R: 


x = 2kr, k € Z} e im f = {0}. Il grafico della funzione è rappresentato in Figura 
2.28. 


—b67r ir -27 0 2r 4An 67 


Figura 2.28. Grafico della funzione y = vcosa — 1 


I. f7-([0; +00)) = (1,2) e f7*((-00,-1]) = [e + 1, +00). 
5. Grafici e simmetrie/ periodicità: 


a) La funzione è pari e non periodica, il grafico è mostrato in Figura 2.29 (in alto 
a sinistra). 


b) La funzione è pari e periodica di periodo 7, il grafico è mostrato in Figura 2.29 
(in alto a destra). 
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] 
Z| 9 
A 0) I | AVALTA a 
0 T 


asi 


Figura 2.29. Grafici relativi alle funzioni dell’Esercizio 5.a) (in alto a sinistra), 5.b) (in 
alto a destra), 5.c) (in basso a sinistra) e 5.d) (in basso a destra) 


c) La funzione è dispari e periodica di periodo 7, il grafico è mostrato in Figura 
2.29 (in basso a sinistra). 

d} La funzione non ha né simmetrie né periodicità, il grafico è mostrato in Figura 
2.29 (in basso a destra). 


6.I grafici richiesti sono mostrati in Figura 2.30. 


f(x) 1 f(x +3) Î î f(c-1) 


0) 
3 
= 0 
-2I 


-—f(a) SF(-2) i If) 


0 3 
3: O | 
0 3 


Figura 2.30. Grafici relativi alle funzioni dell’Esercizio 6 


i 
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7. La funzione rappresenta una parabola con vertice in (1,4) e pertanto non è 


invertibile su IR perché non è iniettiva (ad esempio f(0) = f(2) = 5). La funzione 
ristretta agli intervalli (--00, 1] e [1,+0c) risulta invertibile e, ponendo 


fi - iso] : (-00, 1] è (4, +00) b f2= Sa, +00) - ab +00) dii (4, +00), 
possiamo esplicitamente calcolare le espressioni di 
f7! :[4,+00) + (-00,1), fr! :[4,+00) + [1, +00). 


Infatti dalla relazione 2? — 2r +5 — y= 0, ricaviamo 


ar=1tyvy-4. 


Tenendo conto dell'immagine delle funzioni f Le fa 1 e scambiando i ruoli delle 
variabili x e y, si ottiene 


fil@)=1-ve=4,  fyl@)=1+va=4. 


8. Poiché , dò 
ser<0, 

f(a)=< v4-2x se0<x<2, 
0 ser>2, 


l’intervallo I cercato è [0, 2] e il grafico di f è rappresentato in Figura 2.31. 


[i 


0 2 


Figura 2.31. Grafico della funzione y = V|e — 2] — |e| +2 
Inoltre Fo, 2]) = [0,2], dunque f? : [0,2] + [0,2]. Posto y = V4-= 2, risulta 
4 
c= —; da cui si ottiene f_1(x)=2-— 322. 
9. Risulta 


2_ 
1a={M 1 se0<x<1, 


3x1? +4x+1 sex>1 
e il grafico di f è rappresentato in Figura 2.32. 
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—l l 
Figura 2.32. Grafico della funzione y = (1+3x)(2x — |a — 1|) 


L'immagine di f è l’intervallo [-1,+00). Per determinare l’espressione di f7}, 
separiamo il caso 0 < x < 1 dal caso x > 1. Per0<x<1,siha-1<gy<8,e 


1 
y= 9x2 1 > = {T- . 


Per x > 1, sihay > 8, e 


-2+vV3y+1 
y=3x° +4c+1 <> EE 
Pertanto 
Li se-1<ax<8, 
fa) = 
-2+v3x +1 
sa se r > 8. 


10. Funzioni composte: 
a) Si ha go f(x) = g(f(x)) = g(e2 — 3) = log(1+ x? — 3) = log(x? — 2) e dunque 
domgof={r €R:x2-2>0}=(-00,-v2)U(V2, +00). 


Inoltre f o g(x) = f(9(x)) = f(log(1+ x)) = (log(1+ ))? — 3 e quindi 
domfog={x €ER:1+x>0}=(-1,+00). 


[2-5 
b) go f(x) = n e domgo f = (-1, f]; 


TV2- x 


+e) e dom f 0g = (-00,21. 


2x +1 
sii e 


h(x)=g0 f(x). 
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Figura 2.33. Grafici delle parabole f(x) = x — 3r +2 e g(a) = €? — 5r +6 


12. Disegnando i grafici delle parabole f(x) e g(x) (Figura 2.38), si vede che 
2_ < 
ne)= {" 3r+2 sex <2, 
x? — 5r+6 sex>2 


e il grafico di A è rappresentato in Figura 2.34, a sinistra. 
Ragionando come sopra, si ha 
x -3x +2 sex<1, 
k(a)=< 0 sel<x<3, 
x — 5xr +6 ser >3 


e il grafico di & è rappresentato in Figura 2.34, a destra. 


I 3 


1 3 


Figura 2.34. Grafici relativi alle funzioni A (a sinistra) e k (a destra) dell’Esercizio 12 
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Limiti e continuità I 


In questo capitolo, affrontiamo lo studio del comportamento limite di una succes- 
sione reale o di una funzione reale di variabile reale, e lo studio della continuità di 
una tale funzione. 


3.1 Intorni 


Nel definire i concetti di limite e di continuità, siamo condotti a considerare nu- 
meri reali ‘vicini’ ad un certo numero reale fissato, 0, con linguaggio geometrico 
equivalente, punti della retta ‘vicini’ ad un punto fissato. Pertanto, iniziamo con 
il precisare il concetto matematico di intorno di un punto. 


Definizione 3.1 Sia ro € R un punto della retta reale, e siar > 0 un numero 
reale. Chiameremo intorno di x di raggio r l’intervallo aperto e limitato 


Ir(ro)=(co-r,to+r)={r€R : |r-zo|<r} 


Ad esempio, l’intorno di 2 di raggio 1071, che indichiamo con la notazione /19-1(2), 
è l’insieme dei numeri reali strettamente compresi tra 1.9 e 2.1. Interpretando la 
quantità |x — zp| come la distanza euclidea tra il punto zo e il punto x, possiamo 
dire che /,(xo) è formato dai punti della retta reale che distano meno di r da 
xo. Interpretando invece la quantità |x — ro] come lo scarto, o errore (assoluto), 
con cui il numero x approssima xo, possiamo dire che /,(x0) è formato da tutti i 
numeri reali che approssimano xo con un errore assoluto inferiore a r. 


e 
To T To To tr 


Figura 3.1. Intorno di zo di raggio r 
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Se, fissato ro in IR, facciamo variare r nell'insieme dei numeri reali strettamente 
positivi, otteniamo la famiglia degli intorni di rg. Ogni intorno è contenuto 
strettamente in tutti gli intorni aventi raggio più grande, mentre contiene tutti gli 
intorni di raggio più piccolo. 


Osservazione 3.2 Il concetto di intorno di un punto xo € R non è altro che 
un caso particolare dell’analogo concetto per un punto appartenente al prodotto 
cartesiano R° (quindi al piano se d = 2, allo spazio se d = 3), che presentiamo 
nella Definizione 8.11. 

Le successive definizioni di limite e di continuità, che si basano sul concetto 
di intorno, possono essere date direttamente per funzioni definite su sottoinsiemi 
di R°, considerando le funzioni di una variabile reale come caso particolare cor- 
rispondente a d = 1. Preferiamo seguire un approccio più graduale, esaminando 
dapprima l’ambito monodimensionale e riservando il Paragrafo 8.5 ad un cenno 


all’estensione al caso multidimensionale. G 


È conveniente introdurre anche il concetto di intorno di uno dei punti all'infinito 
+00 0 —00. 


Definizione 3.3 Per ogni numero reale a > 0, chiamiamo intorno di +0c 
di estremo inferiore a l’intervallo aperto superiormente illimitato 


Ia(+00) = (a, +00). 


Analogamente, l’intorno di —c0 di estremo superiore —a sarà definito 


come 
I,(-00)=(—-00,—-a). 


me.* a 0) a +00 


Figura 3.2. Intorno di —co (a sinistra) e di +00 (a destra) 


La seguente notazione sarà utile nel seguito. Diremo che una proprietà mate- 
matica P(x) vale ‘in un intorno’ (o ‘nell’intorno’) di un punto c (dove c indica tanto 
un numero reale 2g quanto +00 0 —c0), se esiste un intorno di c tale che in ogni 
suo punto 7, P(x) è vera. Ad esempio, la funzione f(x) = 2x — 1 è strettamente 
positiva nell'intorno del punto xo = 1; infatti, si ha f(x) > 0 per ogni x € 11 /2(1). 


3.2 Limiti di successioni 


Consideriamo una successione reale a : n + a,. Siamo interessati a studiare il 
comportamento dei valori a, al crescere dell’indice n. Iniziamo con due esempi. 


3.2 Limiti di successioni 69 


Esempi 3.4 


i) Sia an = FSE I primi valori della successione sono riportati nella Tabella 
n 


3.1. Notiamo che essi ‘si avvicinano a 1’ al crescere di n. Più precisamente, il 
numero 1 può essere approssimato tanto bene quanto vogliamo dai valori a, con 
indice n abbastanza grande; tale affermazione va intesa in questo senso preciso: 
comunque (piccolo) fissiamo lo scarto e > 0, da un certo indice ns in poi tutti i 
valori a, approssimano 1 con uno scarto inferiore a €. 


; i È ; 1 
Infatti, la condizione |an — 1| < € equivale a ne) < e, ossia n+1 > -; 
E 
i 1 ; Î 
se dunque definiamo ns = |) e se n è un qualunque intero > ns, avremo 
€ 


1 . 
nt1> | | t1> +, cioè |a, — 1|< e. In altri termini, per ogni scarto e > 0, 
E E 


esiste un intero n tale che 
n> Ne > lan — 1|<e. 
Facendo riferimento al grafico della successione (vedi Figura 3.3), possiamo anche 


dire che per tutti gli n > n i punti (n, an) del grafico sono racchiusi tra le due 
rette orizzontali di ordinate 1-- € e 1+ e. 


An 


0.00000000000000 
0.50000000000000 
0.66666666666667 
0.75000000000000 
0.30000000000000 
0.83333333333333 
0.85714285714286 
0.87500000000000 
0.88888888888889 
0.90000000000000 
10 0.90909090909090 


An 


| 2.0000000000000 
2.2500000000000 
2.3703703703704 
2.4414062500000 
2.4883200000000 
2.5216263717421 
2.5464996970407 
2.5657845139503 
2.5811747917132 
10 2.5937424601000 


o 0 JO TA WINE S| è 
0 0 JO ua VIN s 


100 2.7048138294215 
100 0.99009900990099 i 

1000 2.7169239322355 

1000 0.99900099900100 
10000 | 2.7181459268244 

10000 | 0.99990000999900 
100000 | 2.7182682371975 

100000 | 0.99999000010000 
1000000 | 2.7182804691564 

1000000 | 0.99999900000100 
10000000 | 2.7182816939804 
10000000 | 0.99999990000001 100000000| 2.7182817863958 

100000000] 0.99999999000000 


Tabella 3.1. Alcuni valori, approssimati alla 14-esima cifra decimale, delle successioni 
an = ii (a sinistra) e an = (1+ 4)" (a destra) 
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Ne 


n 


n+t1 


Figura 3.3. Convergenza della successione an = 


137° sa 
ii) Sia an = (1 + x) .I primi valori della successione sono riportati in Tabella 
n 


3.1. Si può intuire, o ‘congetturare’, che i valori della successione, al crescere di 
n, si avvicinano ad un certo numero reale, la cui rappresentazione decimale inizia 
con 2.718... 

In effetti, è possibile dimostrare ciò: torneremo più avanti su questo esempio 
molto importante. C 


Introduciamo ora, in modo preciso, il concetto di convergenza di una suc- 
cessione. Supporremo per semplicità che la successione sia definita sull’insieme 
{nEN: n no} per un opportuno no > 0. 


Definizione 3.5 Si dice che la successione a : n + a, tende al limite 
lE R (oppure converge a /, oppure ha limite £), e sì scrive 


limita, =£: 
n_+ 00 


se, per ogni numero reale e > () esiste un intero ns tale che 


Vn > No, nano =>Maidi< 


Con la terminologia degli intorni, la condizione n > ny può essere riscritta come 
n € In.(+00), mentre la condizione |an — | < € equivale a an € I;((). Pertanto, 
la condizione di limite può essere espressa nel modo equivalente: per ogni intorno 
I:(£) di £, esiste un intorno /,, (+00) di +00 tale che 


Vn > No, neIn.(+00) > @Gn€ 
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Esempi 3.6 
i) In base a quanto visto nell’Esempio 3.4 i), possiamo dire che 
im ——_=1 
nooo n +1 
ii) Verifichiamo che 
lim e =0 
nooo 2 + 5n2 
Fissato e > 0, dobbiamo far vedere che si ha 
sn 
24 5n2 “a 
per tutti i valori di n maggiori di un opportuno intero ns. Osservando che per 
n>1 
3n ___3n sn _ 3 
Fia 7 25m < in En 
avremo 
3 dn 
ee i <e. 
D'altro canto, 
3 E 3 
i e 5e” 
i 3 
pertanto, possiamo porre ns = È]. 
Esaminiamo ora un diverso comporta- 
mento di una successione al crescere di n. LL Un 
Consideriamo, ad esempio, la successione 0 0 
a:nban="n?. \ ; 
2 4 
I primi valori sono riportati in Tabella 3.2. 3 9 
Non solo i valori della successione non ap- iù 16 
paiono avvicinarsi ad alcun valore limite fi- 9 25 
nito /, ma essi non sono maggiorabili dall’al- 6 36 
to: comunque (grande) fissiamo un numero 7 49 
reale A > 0, tutti gli a,, con n abbastanza 8 64 
grande, cioè maggiore di un opportuno inte- 9 81 
ro na, saranno maggiori di A. Infatti, basta 10 100 
porre na = [VA] e osservare che 100 | 10000 
1000|1000000 


n>naqa >nN>VA >n° > A. 


4 2 
. è . successione an = n 
Diremo che la successione diverge a +00. Ù 


Tabella 3.2. Alcuni valori 


della 


In generale, definiamo il concetto di divergenza di una successione come segue. 


72 3 Limiti e continuità I 


Definizione 3.7 Sì dice che la successione a:n+ an tende a +00 (oppure 
diverge a +00, oppure ha limite +00), e sì scrive 


lim an = +00, 
DO 


na 
se, per ogni numero reale A > 0 esiste un intero na tale che 


Vn > no, na>ma Sag: 


In termini di intorni, possiamo dire che per ogni intorno Z4(+00) di +00, esiste 
un intorno /,,, (+00) di +00 tale che 


Vn > no, nelni(+0) > an eIa(+00). 


La definizione di 


è analoga alla precedente: ora l’implicazione (3.1) va sostituita da 


Vn > no, TUSTVAN => 


Esempi 3.8 
i) In base a quanto visto sopra, possiamo affermare che 


lim n? = +00. 
n_-+00 


n 
ii] Consideriamo la successione a, = 0+14+2+...+n = > k che associa ad n 


k=0 
la somma. dei numeri naturali fino ad n. Per determinarne il limite, mostriamo 


innanzitutto che vale l'uguaglianza 


he 4, (3.2) 
k=0 


che ha varie applicazioni in Matematica. A tale scopo, osserviamo che si ha anche 
n 


an=N+(n—1)+...+2+1+0= (n k)e pertanto 


k=0 
n n n n 
2an =) k n k) =Y'n=nY 1=n(n+]), 
k=0 k=0 k=0 k=0 
1 
da cui l’asserto. Verifichiamo ora che lim nenti) = +00. Osserviamo che 
n.00 


n(n+1 n? : 
nenti) > CÒ E possibile allora ragionare come nell’esempio precedente e, 


fissato A > 0, scegliere nq = [V2A]. O 
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Una successione può dunque essere convergente, oppure divergente (a +00 
o a —00). Se non è né convergente né divergente, diciamo che la successione è 
indeterminata. Ad esempio, è indeterminata la successione a, = (—1)”, che già 
conosciamo, oppure la successione 


2n sen è pari, 


della n")n={° 


Una condizione sufficiente, che permette di escludere il comportamento indeter- 
minato di una successione, è la monotonia. Le definizioni di funzione monotona, 
date nel Paragrafo 2.4, si applicano ovviamente alle successioni, che sono partico- 
lari funzioni definite solo sugli interi. Per le successioni, le condizioni di monotonia 
assumono una forma più semplice, nel senso che è sufficiente limitare il confron- 
to a tutte le coppie di indici consecutivi n, n + 1 appartenenti al dominio della 
successione. Così, ad esempio, una successione è monotona crescente se 


se n è dispari. 


no, An An+ 


Le altre definizioni si scrivono in modo analogo. Vale allora il seguente risultato. 


Teorema 3.9 Sia a : n an una successione monotona. Allora, essa è 
convergente oppure divergente. Precisamente, nel caso in cui la successione 
sia crescente, si ha: 


i) Se la successione è superiormente limitata, cioè se esiste un maggiorante 
be R tale che an < db per ogni n > no, allora la successione converge 
verso l’estremo superiore £ della sua immagine: 


lim an =#=8Up{an tin: No: 
n-00 


ti) Se la successione non è superiormente limitata, allora essa diverge a +00. 


Nel caso in cui la successione sia decrescente, l’enunciato precedente sì 
modifica in modo ovvio. 


Dimostrazione. “=> Successioni. O 


Esempio 3.10 


Riprendiamo qui l’Esempio 3.4 i). La successione an = n n 1 è strettamente 
nt 
n+1 Sn +2’ 
n(n+2)<(n+1)?, ossia n? + 2n < n° + 2n + 1, che è verificata per ogni n. 
Inoltre, si ha a, < 1 per ogni n > 0; anzi, come già osservato nel Paragrafo 1.3.1, 
1 è l’estremo superiore dell’insieme {an : n € N}. Pertanto, il teorema fornisce 


il risultato, già noto, lim an = 1. O 


n.00 


crescente. Infatti, la condizione a, < @n+1; cioè 


equivale a 


TA 3 Limiti e continuità I 


Il numero e di Nepero 


LD” . Li 
Riprendiamo la successione a, = (i + 1) , già considerata nell’Esempio 3.4 ii). 
n 


È possibile dimostrare che essa è strettamente crescente (dunque, in particolare, 
Gn > 2 = a; per ogni n > 1) e che è superiormente limitata (precisamente si 
ha an < 3 per ogni n). Pertanto, il Teorema 3.9 garantisce che la successione è 
convergente ad un limite, compreso tra 2 e 3, che tradizionalmente si indica con il 
simbolo e: 


1 n 
lim (1 - L) =é. (3.3) 


n 


n-+00 


Tale numero, detto numero di Nepero, riveste un ruolo fondamentale nella 
Matematica. Si dimostra che esso è irrazionale; le sue prime cifre decimali sono 


e = 2.71828182845905 - - 


Per le dimostrazioni > Numero di Nepero. 

Il numero e costituisce una tra le basi più usate per le funzioni esponenzia- 
li e logaritmiche. La funzione esponenziale y = e? sarà talvolta indicata con la 
notazione y = exp. Il logaritmo in base e viene detto logaritmo neperiano o 
naturale e sarà indicato nel seguito con il simbolo log oppure In, in luogo di log, 
(ricordiamo che il logaritmo in base 10, detto logaritmo decimale, viene indicato 
con il simbolo Log). 


3.3 Limiti di funzioni; continuità 


Sia f una funzione reale di variabile reale. Vogliamo descrivere il comportamen- 
to della variabile dipendente y = f(x), allorché la variabile indipendente x ‘si 
avvicina’ ad un punto xo € R, oppure ad uno dei punti all’infinito —o0 0 +00. 
È conveniente iniziare da quest’ultimo caso, poiché abbiamo già analizzato il 
comportamento di una successione all’infinito. 


3.3.1 Limiti all’infinito 


Supponiamo che f sia definita nell’intorno di +00. In analogia con quanto fatto 
per le successioni, diamo le seguenti definizioni. 


Definizione 3.11 Si dice che f tende al limite finito { € R per x 
tendente a +00, e sì scrive 


lim 


T-+00 
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se, per ogni numero reale e > 0, esiste un numero reale B > 0 tale che 


Va € dom f, ax>B > |[f(a)-t|<e. (3.4) 


In forma equivalente, la condizione ora enunciata richiede che per ogni intorno 
I; (4) di £, esista un intorno 7g (+00) di +00 tale che 


Definizione 3.12 Si dice che f tende a +00 per x tendente a +00, e si 
Scrive 

lim f(x) = +00, 

r+ +00 


T- 


se, per ogni numero reale A > 0, esiste un numero reale B > 0 tale che 


Va € dom f, Bia Cozza. 


La definizione di funzione f tendente a —co0 si ottiene dalla precedente sostituendo 
la condizione f(x) > A con la condizione f(x) < — A. Invece, la notazione 


significa n |f(2)] = +00. 


lim 
+00 

Se f è definita nell’intorno di —c0, le Definizioni 3.11 e 3.12 si modificano in 
definizioni di limite (finito o infinito, sia esso indicato con L) per x tendente a 
—00; è sufficiente sostituire la condizione x > B con x < — B. Si scriverà 


Infine, la notazione 


significa che f ha lo stesso limite L (finito o infinito) sia per x — +cc, sia per 
E > 00. 


Esempi 3.13 


i) Verifichiamo che 
x + 2x _ 1 


im — — =-_, 
ri>+00 2x2 +1 2 
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Fissato e > 0, la condizione |f(x) — | < € equivale a 
da — 1 
2(2x2 +1) 
Non è restrittivo supporre x > 1, nel qual caso possiamo togliere il valore 

assoluto. Ora, usando semplici proprietà delle frazioni, si ha 
4x -1 2a 2a 
2(2x2 +1) S 2a? +1 S 292 


<E 


1 1 
= < € se rd> -. 
x E 


11 
Pertanto, la condizione (3.4) è soddisfatta ponendo B = max (7. s). 
E 


ii) Verifichiamo che 


lim Va =+00. 


ro +00 


Fissato A > 0, la condizione x > A equivale a x > A?, dunque possiamo porre 
B= A? e la (3.5) è soddisfatta. 


iii) Verifichiamo che 
1 
lim —_— ="0. 
L-+-00 1-2 


Fissato e > 0, la condizione 


= —— <£ 


Me 


; Lois boca 1 
equivale a V1 — x > -—, cioè 1 — x > —;; cioè ancora x < 1— —. Pertanto, se 
E € E 
; 1 ; 
poniamo B = max (0, ga 1), si ha 
E 
r<-B > <eE. mi 
L=: 


3.3.2 Continuità. Limiti al finito 


Ci occupiamo ora di studiare il comportamento dei valori y = f(x) di una funzione 
f, quando x ‘si avvicina’ ad un punto ro € R. Supponiamo che f sia definita in 
tutto un intorno di xo, tranne eventualmente nel punto xo stesso. Iniziamo con 
alcuni esempi, che ci permettono di cogliere gli aspetti essenziali dei concetti di 
continuità e di limite finito. Fissiamo xo = 0 e consideriamo le tre funzioni reali 


di variabile reale f(2) = xÎ +1, g(@)=x+|[1- x] e h(2) = ci 


in un intorno dell’origine, sono presentati nelle Figure 3.4 e 3.5. 


; i loro grafici, 


Per quanto riguarda la funzione g, osserviamo che se |x| < 1, allora 0 < 1-22 < 
1 ed il valore 1 è assunto solo per x = 0; pertanto, nell’intorno dell’origine di raggio 


1, si ha 
1 sex=0, 
g(x) = 
x sex #0, 
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Figura 3.4. Grafici delle funzioni f(x) = x* + 1 (a sinistra) e g(x) = x+(1- x7] (a 
destra), in un intorno dell’origine 


come mostrato dal grafico. Notiamo inoltre che la funzione A non è definita 
nell’origine. 

Per ciascuna delle funzioni f e g, confrontiamo i valori assunti in punti x vicini 
all'origine, con il valore assunto nell’origine. Le due funzioni mostrano comporta- 
menti diversi. Il valore f(0) = 1 può essere approssimato tanto bene quanto vo- 
gliamo da tutti i valori f(x) con x abbastanza vicino a 0. Precisamente, fissato uno 
‘scarto’ e > 0 (arbitrariamente piccolo), possiamo fare in modo che |f(x) — f(0)| 
sia minore di e per tutte le x tali che |x — 0| = |x| sia minore di un opportuno 
numero reale é > 0. Infatti | f(x) — f(0)| = |x3| = |e]} < e equivale a |x| < YE 
e dunque è sufficiente porre d = €. Diremo allora che la funzione f è continua 
nell'origine. 


sin a 


Figura 3.5. Grafico della funzione A(x) = in un intorno dell’origine 
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AI contrario, il valore g(0) = 1 non può essere approssimato arbitrariamente 
bene da tutti i valori g(x) con x vicino a 0. Ad esempio, se fissiamo e = 3, la 
condizione |g(x) — 9g(0)| < e equivale a $ < g(x) < È; ma tutte le x diverse da 0 e 
tali che ad esempio |x|] < 3, soddisfano -3 < g(e) = x < è e dunque la precedente 
limitazione per g(x) non potrà essere verificata. Diremo allora che la funzione g 
non è continua nell’origine. 

Possiamo però precisare meglio il comportamento di g in un intorno di 0, 
osservando che per valori di x via via più vicini a 0, ma sempre diversi da 0, i 
valori di 9(x) approssimano non già il valore g(0), bensì il valore £ = 0. Infatti, 
fissato e > 0, se x # 0 soddisfa |x| < min(€,1), avremo g(x) = x e |g(x) — 0| = 
Ig(x)| = |e| < €. Diremo allora che la funzione g ha limite 0 per x tendente a 0. 

Infine, per quanto riguarda la funzione A, essa non potrà essere detta continua 
nell’origine, semplicemente perché non ha senso il confronto dei valori h(x), per € 
vicino a 0), con il valore della funzione nell’origine, che non è definito. Tuttavia, il 
grafico ci permette di intuire, o ‘congetturare’, che tali valori approssimano sempre 
meglio il valore ? = 1 se l'argomento x è scelto via via più vicino all’origine. Siamo 
portati a dire che anche la funzione A ha limite per x tendente a 0, e tale limite 
vale 1. Dimostreremo tale affermazione più avanti. 

Gli esempi ora visti ci introducono alle seguenti definizioni di continuità e di 
limite (finito). 


Definizione 3.14 Sia ro un punto del dominio di una funzione f. La fun- 
zione dicesi continua in xo se per ogni e > 0 esiste un ò > 0 tale 


che 
Va € dom f. le-xo]<òd > |f(2)- f(c0o)|<e. (3.6) 


Con il linguaggio degli intorni, la condizione di continuità può essere espressa come: 
per ogni intorno /I.(f(x0)) di f(0) esiste un intorno Z;(x0) di zo tale che 


Definizione 3.15 Sia f una funzione definita in un intorno di xo € R, tran- 
ne eventualmente nel punto xo. Si dice che f ha limite £ € R (0 tende a €) 
per x tendente a xo, € sì scrive 


lim 1a TÀ 


xo 


se per ogni e > 0 esiste un ò > 0 tale che 


Va € dom f, 0<|r-zo|]<òd 
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to-d To To+ò 
Figura 3.6. Definizione di limite finito di una funzione 


Con il linguaggio degli intorni: per ogni intorno /:(0) di £ esiste un intorno /s(x0) 
di xo tale che 


La definizione di limite è illustrata graficamente nella Figura 3.6. 


Esaminiamo comparativamente le due definizioni appena date. Nella definizio- 
ne di continuità, i valori f(x) vengono confrontati con il valore f(x0), mentre nella 
definizione di limite, essi vengono confrontati con un valore €, che può essere diver- 
so da f(xo), se f è definita in xo. Inoltre, nella definizione di limite si esclude dal 
confronto il punto x = xo: la condizione 0 < |r-xo| significa proprio x # x0; al con- 
trario, l’implicazione (3.6) nella definizione di continuità è banalmente soddisfatta 
da x = xo. 

Sia f una funzione definita in un intorno di xo. Se f è continua in xo, allora è 
senz'altro soddisfatta la condizione (3.8) con ( = f(xo); viceversa, se f ha limite 
€ = f(x0) per x tendente a xo, allora la condizione (3.6) è soddisfatta. Dunque, 
dire che f è continua in xo equivale a dire che 


Notiamo poi che, in entrambe le definizioni, fissato un valore arbitrario e > 0, 
viene richiesto di determinare almeno un valore é (‘esiste un é’) strettamente 
positivo per cui valga l’implicazione (3.6) oppure (3.8). Se l’implicazione è vera 
per un certo é, essa sarà sicuramente vera anche per ogni é’ < é. La definizione 
non richiede affatto di determinare ‘il più grande é possibile’ per cui l’implicazione 
sia soddisfatta. Tenendo ben presente questo concetto, sovente la verifica della 
condizione di continuità o di limite può essere resa più agevole. 
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Tornando ora alle funzioni f, g, — considerate all’inizio del paragrafo, possiamo 
dunque dire che la funzione f è continua in zo = 0, 


lim f(2)=1= f(0), 


x-0 


mentre la funzione g ha limite 0 per x tendente a 0, ma non è continua: 
lim g(x) =0# g(0). 
cr 


Dimostreremo all’interno dell’Esempio 4.6 i) che anche la funzione A ha limite per 
x tendente a 0 e precisamente si ha 


lim h(xc) = 1. 


r_-+0 


Le funzioni 9g e A suggeriscono la seguente definizione. 


Definizione 3.16 Sia f una funzione definita in un intorno di xo, escluso 


eventualmente il punto xo. Se f ammette limite € € R per x tendente a xo 


e sea) f è definita in xo ma f(xo) # €, oppure b) f non è definita in xo, 
diciamo che xo è punto di discontinuità eliminabile per f. 


La terminologia si spiega con il fatto che in tal caso possiamo o modificare la 
definizione della funzione in xo o definire la funzione in xo, in modo da ottenere 
una funzione continua in rp. Precisamente, la funzione 


f(x) sex # xo, 
= {10 RS? 
se x = o, 


è tale che 


e dunque è continua in xo. 
Per le funzioni considerate sopra, abbiamo g(x) = in tutto un intorno 
dell’origine, mentre 
sin 


sex #0, 
1 ser = 0. 
In quest’ultimo caso, abbiamo quindi prolungato per continuità la funzione 


sina : , ai i i 
y= , assegnando il valore che la rende continua nell’origine. D’ora in avanti, 
x 


spiiià 5 To. < 
quando faremo riferimento alla funzione y = , intenderemo sempre che è 


prolungata per continuità nell’origine. 
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Esempi 3.17 
Verifichiamo che alcune funzioni elementari sono continue. 


i) Siaf:R— R, f(x) = ar+be sia xo € R fissato. Per ogni e > 0, la condizione 
|f(@) — f(x0)| < € equivale a |a]|x — 20] < e. Se a = 0, essa è verificata per ogni 
E 
x € R; se invece a # 0, essa equivale a [x — co] < Fi In tal caso, possiamo porre 
a 
E 
d= Ta] nella (3.6). La funzione f è dunque continua in ogni ro € R. 
a 
ii) Sia f : R > R, f(x) = x. Verifichiamo che essa è continua nel punto 
to = 2. Indichiamo due modi diversi di procedere. Fissato e > 0, la condizione 
|f(x) — f(2)| < e, cioè [x2 — 4| < €, equivale a 
4-e<a<4+e. (3.10) 


Non è restrittivo supporre e < 4 (infatti, si tenga presente che se la condizione 
|f(x) — f(2)| < € è soddisfatta per un certo e, lo sarà pure per tutti gli e' > €); 
inoltre, cerchiamo x in un intorno di 2, dunque non è restrittivo considerare solo 
valori di x > 0. In tali ipotesi, la (3.10) equivale a 


VA -E<IT<KVA+E, 


-(2-v4-e)<r-2<V4+eE-2. (3.11) 
Ciò suggerisce di porre d = min(2 — V4— e, v4+e— 2) (= v4+e— 2, come si 


verifica facilmente). Se dunque |x — 2| < é, allora è verificata la (3.11) che, come 
abbiamo visto, equivale a |x? — 4| < e. 

Notiamo che in questo modo, a costo di qualche passaggio algebrico, abbia- 
mo determinato il più grande valore di 6 per cui la condizione |x? — 4] < € è 
soddisfatta. Abbiamo osservato sopra che non è richiesto determinare il mas- 
simo valore di 6. Pertanto, possiamo procedere in modo diverso. Osserviamo 
che |c2 — 4| = |(c — 2)(x + 2)] = |e — 2]|x + 2]. Se limitiamo x ad un intor- 
no di 2 di raggio < 1, avremo +1 < x — 2 < 1, cioè 1 < x < 8, cioè ancora 
3<x+2=|e +2|< 5. Pertanto, 


le? — 4| < ble — 2|. (3.12) 


ossia a 


E 
Se vogliamo avere |x? — 4| < e, sarà dunque sufficiente imporre che |x — 2| < 5 
ricordando che la (3.12) è stata ottenuta sotto la condizione |x — 2| < 1, potremo 
E 
quindi porre dè = min (i =) e la condizione di continuità (3.6) sarà soddisfat- 


ta. Notiamo che la scelta di limitarci ad un intorno di raggio < 1 è arbitraria: 
avremmo potuto fissare un qualunque altro intorno ‘di lavoro’ abbastanza pic- 
colo, ottenendo una diversa espressione di é; ma sempre sarebbe stato possibile 
soddisfare la condizione di continuità. 

Notiamo infine che con un ragionamento analogo si può verificare che f è continua 
in ogni xp € R. 

ill) Sia f:R+R, f(x) = sine. Verifichiamo che essa è continua in ogni ro € R. 
Innanzi tutto, stabiliamo una semplice ma importante disuguaglianza. 
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Figura 3.7. Dimostrazione della disuguaglianza | sin x| < {| 


Lemma 3.18 Per ogni x € R, 


|sina| < |a] 


e l’uguaglianza si ha solo per a = 0. 


m 


Dimostrazione. Supponiamo dapprima che 0 < x < 5: in tal caso, facendo rife- 
rimento alla Figura 3.7, si ha che la lunghezza del segmento PH 
(cateto del triangolo rettangolo PH A) è minore della lunghezza 
del segmento PA (ipotenusa del triangolo), la quale a sua volta 
è minore della lunghezza dell'arco di circonferenza PA tra P e 
A (la distanza tra due punti è minima se il cammino è in linea 
retta). In formule, 


PH < PA<PA. 


Ora, per definizione PH = sino > 0, mentre PA= x > 0 (gli 
angoli sono misurati in radianti). Dunque, la (3.13) è vera. Se 


Z < x < (0), ci si riconduce al caso appena considerato osser- 
vando che |sinx| = sin|x| con 0 < |x| < 3. Infine, se [r| > 5, 
si ha [sinax|<1< < |r| e dunque ancora la disuguaglianza è 


soddisfatta. O 


na 


Grazie alla (3.13), possiamo verificare la continuità della funzione seno. Infatti, 
ricordando la formula di prostaferesi (2.14) 
X_- Lo TL + Xo 
e 
usando la (3.13) e il fatto che | cost| < 1 per ogni # € R, abbiamo 


sine — sinxo = 2sin 
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2 . . L_ To Lt xo 
sin a — sin xo| = 2]|sin 3 
TX _- Lo 
<2|7|-1=1le- ol. 


Dunque, fissato e > 0, se |x — ro] < € si avrà pure | sin x — sin xo] < €; in altri 
termini, la condizione di continuità (3.6) è soddisfatta da d = e. 

Con un ragionamento analogo, usando la formula di prostaferesi (2.15), si 
dimostra che la funzione g(x) = cos x è continua in ogni zo € R. G 


Definizione 3.19 Sia I un insieme contenuto in dom f. La funzione f dicesi 


continua su / (o in I), se f è continua în ogni punto di I. 


Il risultato che ora enunciamo è di particolare importanza e verrà usato implicita- 
mente in diverse occasioni nel seguito. 


Proposizione 3.20 Tutte le funzioni elementari (polinomi e funzioni ra- 
zionali, funzioni elevamento a potenza, funzioni trigonometriche, funzioni 
esponenziali e le loro funzioni inverse) sono continue in tutto il loro dominio. 


Dimostrazione. — Funzioni elementari. 


Torniamo al concetto di limite. Una funzione f, definita in un intorno di xo, 
tranne eventualmente in 70, può assumere valori via via più grandi quando la 
variabile indipendente x assume valori via via più vicini a zo. Se consideriamo ad 


esempio la funzione 
1 
f(1) = E =3)? 


definita in R \ {3}, e fissiamo un numero reale A > 0 arbitrariamente grande, 
1 
abbiamo f(x) > A per tutte le x # xo tali che |er — 8|< —. Siamo portati a dire 


VA 


che f tende a +00 per x tendente a xo; la definizione precisa è la seguente. 


Definizione 3.21 Sia f una funzione definita în un intorno di xo € R, tran- 
ne eventualmente nel punto xo. Sì dice che f ha limite +00 (0 tende a +00) 
per x tendente a xo, € sì scrive 


lim f(x) = +00, 


raro 


se per ogni A > 0 esiste un 6 > 0 tale che 


Va € dom f, 0<|r-zo|<òéi > f(2)>A. (3.14) 
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Con il linguaggio degli intorni, diremo che per ogni intorno J4(+00) di +0c esiste 
un intorno Z5(x0) di xo tale che 


Va € dom f, 


La definizione di 


si ottiene dalla precedente sostituendo la condizione f(x) > A con f(x) < — A. 
Scriveremo inoltre 


il cui grafico è rappresentato nella Figura 2.2, non ha limite per x tendente a 0, in 
quanto in ogni intorno /5(0) dell’origine la funzione assume sia valori positivi arbi- 
trariamente grandi, sia valori negativi arbitrariamente piccoli. Invece, la funzione 
|f(x)| tende a +00 per x tendente a 0. Infatti, fissato A > 0 arbitrario, si ha 


1 1 
Va e R\ {0}, lel< > ge 


._ 1 
Dunque, lim — = 00. 
r-0 x 


3.3.3 Limiti destro e sinistro; punti di discontinuità 


Come mostra l'esempio precedente, una funzione può avere un diverso compor- 
so. tu 3 . 1 

tamento limite a destra e a sinistra di zo. La funzione f(x) = — assume valori 
x 

sempre più grandi quando x assume valori positivi via via più vicini a 0; invece, f 

assume valori sempre più piccoli, quando x assume valori negativi via via più vicini 


a 0. Se consideriamo la funzione mantissa y = M{(x) (il cui grafico è rappresentato 
nella Figura 2.3), in un intorno di xo = 1 di raggio < 1 si ha 


ba ser< 1, 
M(a)= 

xrx-1 sex>1. 
Dunque, M assume valori sempre più vicini a 0 quando x assume valori > 1 via via 
più prossimi a 1, mentre M assume valori sempre più vicini a 1 quando x assume 
valori < 1 via via più prossimi a 1. 
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Siamo dunque portati a introdurre il concetto di limite destro e limite sini- 
stro. A tale scopo, definiamo intorno destro di x di raggio r > 0 l’intervallo 
semiaperto e limitato 


Se, nelle definizioni di limite di f per x tendente a xo date nel paragrafo precedente 
(si vedano le Definizioni 3.15 e 3.21), sostituiamo la condizione 0 < |x — xol < dè 
(vale a dire x € Is(xo) \ {x0}) con la condizione 0 < x — xo < é (vale a dire 
x € I} (x0) \ {xo}), otteniamo le corrispondenti definizioni di limite destro di f 
per x tendente a o, o limite di f per x tendente a 7) da destra; un tale 
limite sarà indicato con il simbolo 


lim f(x). 


cri 


Esplicitiamo la definizione nel caso del limite finito. 


Definizione 3.22 Sia f una funzione definita in un intorno destro di xo € R, 
tranne eventualmente nel punto xo. Si dice che f ha limite destro ( € R 


per r tendente a xo, se per ogni e > 0 esiste un 6 > 0 tale che 


Va € dom f, 0<r-zo<òd > |f(@)-L|<e. 


In termini di intorni: per ogni intorno /.() di £ esiste un intorno destro I} (xo) di 
xo tale che 


In modo analogo, possiamo dare una definizione di continuità da destra. 


Definizione 3.23 Sia f una funzione definita in un intorno destro di x € R. 
Sì dice che la funzione è continua da destra in ro se 


lim f(x) = f(xo). 


T+T) 


86 3 Limiti e continuità I 


Osserviamo che se una funzione è definita solo in un intorno destro di o, la 
condizione di continuità da destra coincide con quella di continuità data in (3.6). 
Ad esempio, la funzione f(x) = v, definita solo per x € [0, +00), è continua in 0. 


Le definizioni di limite sinistro di f per x tendente a xo e di continuità da 
sinistra in zo sono analoghe alle precedenti, usando ora gli intorni sinistri di xo; il 
limite sinistro sarà indicato con il simbolo 


lim f(2). 


LOTO 


Non è difficile verificare la seguente proprietà, che fornisce un criterio talvolta 
utile nello studio dei limiti e della continuità. 


Proposizione 3.24 Sia f una funzione definita in un intorno di xo € R, 
tranne eventualmente nel punto xo. La funzione f ha limite L (finito o infi- 
nito) per x tendente a xo se e solo se esistono i limiti destro e sinistro di f 


per x tendente a xo, e tali limiti sono entrambi uguali a L. 
Una funzione f definita in un intorno di ro è continua in. xo se e solo se è 
continua da destra e da sinistra în xo. 


Tornando agli esempi precedenti, si verifica facilmente che 


lim M(x)=0; lim M(x)=1. 


colt c-17 
Si noti che M(1) = 0, dunque lim, M(x) = M(1), vale a dire la funzione M(x) 


è continua da destra in zo = 1 (mentre la funzione non è continua da sinistra, e 
dunque non è continua in xo = 1). 


Definizione 3.25 Sia f una funzione definita in un intorno di xo € R, tran- 
ne eventualmente nel punto xo. Se f ha, per x tendente a xo, limiti destro e 
sinistro finiti ma diversi tra loro, diciamo che xo è punto di discontinuità 


di prima specie (0 di salto) per f. Il salto di f in xo è definito come 


f(x) lim f(2). 


TT) 


Dunque, possiamo dire che la funzione mantissa ha salto = —1 in x0 = 1e, in 
generale, in ogni punto xo = n E Z. 

Anche la funzione y = [x] (parte intera di x) ha una discontinuità di salto in 
ogni xo = n € Z, con salto = 1, in quanto 
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Figura 3.8. Grafico della funzione f(x) = sin + 


lim [e] =»; lim [x] =n-1 
cont ron 
La funzione y = sign (x) (segno di x) ha una discontinuità di salto in rg = 0, con 
salto = 2; infatti, 


BA sign (€) = 1; i sign (x) = 1. 


Definizione 3.26 Un punto di discontinuità che non sia eliminabile o di 


prima specie viene definito punto di discontinuità di seconda specie. 


Tale situazione si realizza ad esempio quando f non ammette limite (né destro 
né sinistro) per x tendente a ro. La funzione f(x) = sin 1 non ha limite per x + 0 
(vedasi la Figura 3.8 e, per una giustificazione, la successiva Osservazione 4.19). 


3.3.4 Limiti di funzioni monotone 


La condizione di monotonia restringe i casi possibili di comportamento limite di 
una funzione. Valgono infatti i seguenti risultati. 


Teorema 3.27 Sia f una funzione definita e monotona in un intorno destro 
I*(c) del punto c (dove c può essere un numero reale oppure —c0), escluso al 
più il punto c stesso. Allora esiste, finito o infinito, il limite destro per x + c 
e precisamente si ha 


lim f(2) = 


r-ct 


e ‘ae I*(c), x >c} se f è crescente, 


sup{f(x):x € I*(c), x >c} se f è decrescente. 
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Analogamente, se f una funzione definita e monotona in un intorno sinistro 
I” (c) del punto c (dove c può essere un numero reale oppure +00), escluso al 
più il punto c stesso, si ha 


e :x€I-(c),x<c} se f è crescente, 


inf{f(a):x € I(c), x <c} se f è decrescente. 


Dimostrazione. —» Limiti. O 


Dal teorema precedente segue immediatamente che una funzione monotona 
definita in un intorno di xo € R può avere in tale punto solo una discontinuità di 
prima specie. Si ha infatti il seguente corollario. 


Corollario 3.28 Sia f definita e monotona in un intorno I(xo) di un pun- 
to ro € R. Allora esistono finiti il limite destro e sinistro per x — xo € 
precisamente sì ha 


i) se f è crescente, allora 


lim f(@) < f(c0) < lim, f(x); 


TA TAI 


ii) se f è decrescente, allora 


lim f(e) > f(0) > lim, f(0). 


CATA TI 


Dimostrazione. Sia f crescente. Per ogni x € /(xo) con x < ro, si ha f(x) < f(0) 
e dunque. applicando il teorema precedente, si ottiene 


lim f(x) = sup{f(x):x € I(xo), 1 < 0} < f(ro). 


I »I 
Similmente, per x € /(x0) con 1 > ro, si ha 


f(xo) < inf{ f(x): x € I(xo), € > ro} = lim Î(2). 


Co 


Pertanto vale l’implicazione i). Analogamente si dimostra l’impli- 
cazione 22). O 
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3.4 Esercizi 


1. 


2. 


3. 


Verificare, mediante la definizione, che 
2 


|; ‘ = ] cd Pe 
1) ni n! = +00 Ib) | ni T% 00 
du 2 _ F Di 
\c)] Iim(202+3)=5 d) lim = #00 
lesi $i dim fre 


Sia f(x) = sign (x? — x). Discutere l’esistenza del limiti 


lim f(2) e lim f(x) 


xr_-0 xl 


e studiare la continuità della funzione. 


Determinare i valori del parametro reale a per cui le seguenti funzioni sono 
continue nel loro dominio: 


fasi asin(r +) sex>0, Ze! sex >1, 
al] fa- {sant b) 10) ={ 
! 2x° +3 ser<0 cr+2 ser<1 


3.4.1 Soluzioni 


L. 


a) 


b) 


Verifiche di limite: 


Fissiamo un numero reale A > 0; è sufficiente scegliere un qualunque intero 
na 2 A e osservare che se n > na, si ha 


nl=n(n-1)---2-1>n>na>A. 


Dunque lim n! = +00. 
n-+00 


Fissiamo un numero reale A > 0 e osserviamo che 5 < —A equivale a 
3 > A. Per n > 1, questo equivale a n? — 2An + A > 0. Pertanto, se 
consideriamo un intero na > A+ VA(A+ 1), la disuguaglianza è verificata 


per ogni n > Na. 


:) Fissato e > 0, studiamo la condizione | f(x) — (| < e. Si ha 


|2x? +3 —5|=2|e° — 1|=2|e-1jlr+1|<e. 


Non è restrittivo supporre che x appartenga all’intorno di 1 di raggio 1. Ciò 
equivale a 
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-1<x-1<1, dacui 0<x<2 e 1<x+1=|rx+1|<3. 


Pertanto 
[2x2 +3—5|<2-3|le-1|=6|e-1| 


L'espressione di destra risulta < £ se |r — 1] < è. Sarà dunque sufficiente porre 
ò = min(1, g$) per ottenere la tesi. 


2. Poiché 22 — x > 0 per x <0ex>1, la funzione f(x) risulta così definita: 


1 ser<0ex>1, 
f(x)=<0  ser=0ex=1, 
-1 se0<a<1. 


La funzione f è dunque costante negli intervalli (—00, 0), (0,1) e (1,+00). Pertanto 


li { = 1 1 7 = =] 
a }(2) i Rat fa) i 
lim F(a)=-1, lim, f(a) = 1. 


Quindi i limiti richiesti non esistono. La funzione è continua su tutto R tranne nei 
punti x = 0 e x = 1 nei quali presenta discontinuità di salto. 


3. Continuità: 


a) Il dominio di f è R e la funzione è continua per x # 0 qualunque sia a. Per 
studiare la continuità in x = 0, osserviamo che 


lim f(a) = lim (27° +3)=3= f(0), 


TT 
dim, f(2) Jim a sin(a + 5 )=a 


Pertanto f è continua anche in x = 0 sea = 3. 


b)a=1. 
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Limiti e continuità II 


Proseguiamo lo studio dei limiti di funzioni, elaborando strumenti che facilitino 
il calcolo di limiti, senza dover verificare ogni volta la condizione contenuta nella 
definizione. Successivamente, introduciamo il concetto di forma indeterminata e 
ricaviamo vari limiti notevoli. L'ultima parte del capitolo è dedicata allo studio 
delle proprietà delle funzioni continue su intervalli della retta reale. 


4.1 Teoremi sui limiti 


Nel seguito, con il simbolo c indicheremo uno qualunque dei simboli xo, pa , 0» 
+00, - 00, 00 introdotti precedentemente; pertanto, con I(c) si indicherà di volta 
in volta un intorno /5(xo) di 20 € R di raggio é, oppure un intorno destro I} (0) 
o sinistro I; (0) di xo di raggio d, oppure un intorno Ig (+00) di +00 di estremo 
inferiore B > 0, oppure un intorno /p(-00) di —00 di estremo superiore — B, 
oppure ancora un intorno Zg (00) = Ig(-00) U Ig(+00) di co. 


Supporremo d'ora in avanti (e salvo diverso avviso) che f, g, h, ... siano funzioni 
definite in tutto un intorno di c salvo al più nel punto c. La notazione lim f(x) 
DAC 


indicherà, a seconda del valore di c, il limite di f per x tendente a zo € R, oppure 
il limite destro o sinistro di f per x tendente a xo, oppure il limite di f per x 
tendente a +00 0 a —00, o per |x| tendente a +00. 


4.1.1 Teoremi di unicità e permanenza del segno 


Iniziamo con lo stabilire l’unicità del limite. Tale risultato giustifica l’uso della 
locuzione “il limite di f”, in luogo di “un limite di f”. 


Teorema 4.1 (di unicità del limite) Supponiamo che f ammetta limite 


£ (finito o infinito) per x tendente a c. Allora f non ha altri limiti per x 
tendente a c. 
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e e 
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Figura 4.1. Gli intorni di £ e £' di raggio e < z|e — l'| sono disgiunti 


Dimostrazione.  Procediamo per assurdo: supponiamo che esista un altro limite 
l'# £ e facciamo vedere che da ciò si ottiene una contraddizione. 
Consideriamo solo il caso in cui £ e £ siano entrambi finiti; gli altri 
casi sì possono facilmente analizzare adattando il ragionamento 
successivo. Osserviamo innanzi tutto che, essendo ! # £, esistono 
un intorno /(/) di £ e un intorno /(l') di € disgiunti tra loro, cioè 
tali che 

Id 
I©O)NI(l)=0. (4.1) 
Infatti, è sufficiente considerare per ciascun punto un intorno di 
raggio e minore o uguale alla semidistanza tra i centri, cioè e < 
1|0- (| (si veda la Figura 4.1). 
Considerato allora l’intorno /(£) di €, dall’ipotesi lim f(x) = £ 
c-+€ 

segue che esiste un intorno /(c) di c tale che 

Va € dom f. cel(e)\{c} > f(@)€cI(0); 
similmente, considerato l’intorno I(2') di £, da lim f(x) = £ 

Le*C 

segue che esiste un intorno /’(c) di c tale che 

Va € dom f, rel'(el\{c} > f(a)EI(l). 
L’intersezione dei due intorni /(c) e /'(c) è ancora un intorno di c; 
esso contiene infiniti elementi del dominio di f, in quanto abbiamo 
supposto che f sia definita in tutto un intorno di e (tranne al 
più in c). Pertanto, se 7 € dom f indica un qualunque elementa 
appartenente a entrambi gli intorni e diverso da c, si avrà 

=. TA 
f(a) E I(ONI(L), 

cioè i due intorni /(£) e /(£') non sono disgiunti. Ma ciò contrad- 
dice la (4.1). [na 


La seconda proprietà che consideriamo riguarda il legame tra il segno del limite 
e il segno della funzione f nell’intorno di c. 


Teorema 4.2 (di permanenza del segno) Supponiamo che f ammetta 
limite l (finito o infinito) per x tendente a c. Se L > 0 oppure £ = +00, 


esiste un intorno I(c) di c tale che f è strettamente positiva in I(c)\{c}. Un 
risultato analogo vale per il segno negativo. 
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3L 
= borcucsseuoa renne sale 
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Figura 4.2. Il Teorema di permanenza del segno 


Dimostrazione. Supponiamo dapprima che £ sia finito > 0. Consideriamo l’intorno 
I-(€) di € di raggio e = (/2 > 0. In base alla definizione di limite, 
esiste un intorno /(c) di c tale che 


Va € dom f, re I(c)\{c} >  f(a) E I.(0). 


Osservando che /.(0) = (£, 85) C (0,+00), concludiamo che tutti 
i valori di f(x) sono st rettamente positivi. 

Se +00, è sufficiente fissare un qualunque intorno Za(+00) 
(A.+00) di +00 (con A > 0) e applicare la definizione di limite. 


O 


L’implicazione logica del teorema di permanenza del segno può essere “quasi” 
rovesciata, secondo l’enunciato seguente. 


Corollario 4.3 Supponiamo che f ammetta limite l (finito o infinito) per x 
tendente a c. Se esiste un intorno I(c) di c tale che f(x) > 0 in I(c) \{c}, 


allora £ > 0 oppure f = +00. Un risultato analogo vale per il segno negativo. 


Dimostrazione. Per assurdo, se fosse £ = —00 oppure £ < 0, il Teorema di perma- 
nenza del segno implicherebbe l’esistenza di un intorno /'(c) di e 
tale che f(x) < 0 in /‘(c) \ {c}. Nell’intersezione dei due intorni 
I(c) e I'(c), si avrebbe contemporaneamente f(x) < 0 e f(x) > 0, 
il che è assurdo. O 


Notiamo che anche facendo l’ipotesi più forte f(x) > 0 in I(c) non potremmo 
escludere che £ sia nullo. Infatti, se ad esempio consideriamo la funzione 


fa={7 sex #0, 


1 sex=0, 


abbiamo f(x) > 0 in ogni intorno dell’origine, eppure lim f(a)=0. 
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4.1.2 Teoremi del confronto 


Vediamo ora alcuni risultati in cui si confronta il comportamento di due o più 
funzioni per x tendente a c. Innanzitutto, il corollario appena visto può essere 
generalizzato come segue. 


Corollario 4.4 (Primo teorema del confronto) Supponiamo che per x 
tendente a c, la funzione f abbia limite l mentre la funzione g abbia limite m 


(entrambi finiti o infiniti). Se esiste un intorno I(c) di c tale che f(x) < g(x) 
in I(c)\{c}, allora { < m. 


Dimostrazione. Se f = —00 oppure m = +00, non c’è nulla da dimostrare. Altri 
menti, consideriamo la funzione ausiliaria h(r) = 9g(x) — f(x). Per 
ipotesi, si ha f(x) > 0 in I(c)\{c}. Inoltre, il successivo Teorema 
1.10 sull’algebra dei limiti ci assicura che 


lim (x) = lim g(x) — lim f(a)=m_-L. 


Applicando il Corollario precedente alla funzione ’, otteniamo 
m—£ > 0, cioè la tesi. O 


Stabiliamo ora due utili condizioni che assicurano l’esistenza del limite di una 
funzione; esse si basano sul confronto del comportamento della funzione in un 
intorno di c con quello di altre funzioni, di cui è noto il limite. 


Teorema 4.5 (Secondo teorema del confronto - caso finito) Siano date 
tre funzioni f, g ed h; supponiamo che f ed h abbiano lo stesso limite finito 
per x tendente a c: 

lim f(x) = lim A(e)=?. 

T-+c TAC 


Se esiste un intorno I(c) di c nel quale siano definite le tre funzioni (tranne 
al più nel punto c) e tale che 


f(e)<g(r) <h(x), ae I(c)\{c}, (4.2) 


allora sì ha anche 


lim g(a)=?. 


L+C 


Dimostrazione. Verifichiamo la definizione di limite per g. Fissato un intorno /:(l 
9g E 
di £, dall’ipotesi lim f(x) = £ deduciamo l’esistenza di un intorno 
x *C 


I'(c) di c tale che 


Esempi 4.6 
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To 


Figura 4.3. Il secondo Teorema del confronto 


Va € dom f, rel'(e)\{c} > f(a)EI:(0). 


Notiamo che la condizione f(x) € /-(£) può essere scritta equiva- 
lentemente come |f(x) — £| < €, ossia ancora, ricordando la (1.4), 
come 

L-e<f(a)<l+e. (4.3) 


Similmente, dall’ipotesi lim /(x) = £ deduciamo l’esistenza di un 


rc 


intorno /”(c) di c tale che 

Va € dom h, rel'(c)\{c} > d@-e<h(x)<l+e. (4.4) 
Definiamo l’intorno /””(c) = I(c) N I'(e) N I"(c). In I""(c) \ {e} 
sono verificate le tre condizioni (4.2), (4.3) e (4.4), dunque in 
particolare si ha 


rel"(c)\{c} > (l-e<f(2)<g(e)<h(x)<l+e, 


cioè g(x) € /-(£). La dimostrazione del teorema è conclusa. O 


i) Dimostriamo il limite fondamentale 


Osserviamo innanzitutto che la funzione y = 


sina | N . sin(—x 
è pari, infatti DIA) = 
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O si A 


Figura 4.4. Il settore circolare O AP è strettamente contenuto nel triangolo O AQ 


— sina sin a . . î BORO ” 
= . Dunque, è sufficiente far tendere x a 0 per valori positivi, ossia 
x 


TX . 
sin a 
= 1. 


dimostrare che lim 

a_s0t x ; 

È i ; " . sine 
Ricordando la (3.13), per ogni x > 0 si ha sinx < x, cioè i 

nere una limitazione inferiore, supponiamo x < 5 e consideriamo sulla circon- 

ferenza trigonometrica il punto A di coordinate (1,0), il punto P di coordinate 

(cos x, sin x) e il punto Q di coordinate (1, tan x) (si veda la Figura 4.4). Il settore 


circolare QDAP è strettamente contenuto nel triangolo DAQ, dunque 
area OAP < area OAQ. 


< 1. Per otte- 


» 


Essendo 
OA. AP x OA AQ tant 
aree OAP= ——_—— = e area OAQ = @ = ; 
ì 2 2 2 2 
si ha 
x sin a nn sing 
FS ; c10e COST < 
2 2c082 
In conclusione, per 0 < x < 7 abbiamo 
sin x 
COST < — < 1. 
x 
La continuità della funzione coseno assicura che lim cosx = 1. Pertanto, 


xr-0 
applicando il secondo Teorema del confronto, otteniamo la tesi. 
sina 


lì] Vogliamo ora studiare il comportamento limite della funzione g(x) = 
per x tendente a +00. A tale scopo, ricordiamo che per ogni x reale si ha 
-1<sing<1. (4.6) 


Dividendo ciascun termine per x > 0, le disuguaglianze si conservano; pertanto, 
in ogni intorno 74(+00) di +00 si ha 
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1 . 
Lg sing < 1 
I A x x x i 
Posto f(x) = ——, h(x) = — ed osservato che lim — = 0, deduciamo dal 
x x r-++00 X 
teorema precedente che 
sin x 
lim = 0. O 


Il limite studiato nel secondo esempio è un caso particolare della situazione 
considerata nel seguente corollario, che è una utile conseguenza del Teorema 4.5. 


Corollario 4.7 Sia f una funzione limitata in un intorno di c, cioè esistono 
un intorno I(c) ed una costante C > 0 tali che 


If(@)| <C, Vee I(c)\{c}. (4.7) 


Sia poi g una funzione tale che 


lim g(a) =0. 


rac 


Allora sì ha anche 


lim f(2)g(x) 


TAC 


Dimostrazione. Ricordando la definizione di limite, è immediato verificare che 
lim g(2) = 0 se e solo se lim [g(x)| = 0. Dalla (4.7) otteniamo 
là *( ti "0 


0<|f(e)g()| < Clg(x)|. Ve € I(c) \{c}, 


e concludiamo applicando il Teorema 4.5. 


Teorema 4.8 (Secondo teorema del confronto - caso infinito) Siano 
date due funzioni f e g ed esista il limite 


lim f(x) = +00. 


roc 


Se esiste un intorno I(c) di c nel quale siano definite entrambe le funzioni 
(tranne al più nel punto c) e tale che 


f(@)<g(2), Vee I(c)\{c}, (4.8) 


allora si ha anche 
lim g(2) = +00. 


T-+c 


Un risultato analogo vale nel caso del limite —c0. 
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Dimostrazione. E un semplice adattamento alle nuove ipotesi della dimostrazione 


del Teorema 4.5, e viene lasciata al lettore. 


Esempio 4.9 


Si voglia calcolare il limite della funzione g(x) = x + sin per x tendente a +00. 
Usando nuovamente la (4.6), si ha 


xr-1<x+sinz, Va e R. 


Posto f(x) = x — 1, essendo lim f(x) = +00, deduciamo dal teorema che 
TATOO 


lim (x +sinx) = +00. D 
r+to0 


4.1.3 Algebra dei limiti; forme di indeterminazione di tipo algebrico 


Passiamo ora a studiare il comportamento del limite rispetto alle operazioni 
algebriche di somma, differenza, prodotto e quoziente di funzioni. 

A tale scopo, estendiamo dapprima le operazioni aritmetiche sui numeri reali, 
considerando per quanto possibile anche i simboli +00 e —00. Poniamo pertanto 
per definizione: 


+00 +5 = +00 (se s € R oppure s = +00) 
-00 + 8 (se s € R oppure s = —00) 
+00 - 8 ) (se s > 0 oppure s = +00) 
+00 -s = #00 (se s < 0 oppure s = —00) 


È 
eZ. (se s > 0) 
s 


+00 


(se s < 0) 
(se s € R\ {0} oppure s = +00) 


(se s € R) 


Il seguente risultato è di fondamentale importanza. 
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Teorema 4.10 Supponiamo che, per x tendente a c, la funzione f ammetta 
limite l (finito o infinito) e la funzione g ammetta limite m (anch’esso finito 
o infinito). Allora, ogniqualvolta l’espressione a secondo membro è definita, 
si ha 


lim (f(e) +92) =/+m, 


lim (f(#) g(0)) = em. 
SE 


r>c ga) m 


(in quest’ultimo caso supponiamo ‘inoltre che g(a) # 0 in un intorno di e 
escluso al più il punto c). 


Dimostrazione. Dimostriamo due di tali relazioni, rimandando la verifica delle 
altre a > Limiti. Stabiliamo innanzitutto la relazione 


lim (f(x) +9(2))=+m, 


nel caso in cui £ ed m siano entrambi finiti. Fissato e > 0. consi- 
deriamo l’intorno di £ di raggio £/2; per ipotesi, esiste un intorno 
I'(c) di c tale che 


Va € dom f. «e l'(e)\{c} > |f(e)-0<e/2. 
Similmente, esiste un intorno /”(c) di e tale che 
Va € dom 9g. eel'(e)\{c} > lg(a)—m|<e/2. 


Poniamo I(c) = /"(e)NI"(c). Allora, se x € dom fNdom g appar- 
tiene a /(c) \ {c}. entrambe le disuguaglianze precedenti saran- 
no soddisfatte; dunque, ricordando la disuguaglianza triangolare 


(1.1), 


I(S(#) + g(#)) — (£+m)| = [(f(#) — ©) + (g(1) — m)| 
< |f(#) — + lgle) — m] < 


mm 
mim 


il che dimostra la tesi. 


Verifichiamo ora che 


lim (f(x) g(x)) = + 


L-+C 


nel caso in cui £ = +0 e m sia finito e > 0. Fissato un numero 
reale A > (0. consideriamo l’intorno di +0© di estremo inferiore 
B=2A/m > (. Per ipotesi, esiste un intorno /'(c) di c tale che 
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Vir € dom f, zel'(e)\{c} > f(c2)>B. 


D'altra parte, considerato l’intorno di m di raggio m/2, esiste un 
intorno /”(c) di c tale che 


Va € domg, eel'(e\{c} > |g(a)-m|<m/2, 


vale a dire m/2 < g(a) < 3m/2. Poniamo I(c) = I'(e) N I"(c). 
Allora, se x € dom fNdomg appartiene a /(c) \ {c}, entrambe le 
condizioni precedenti saranno soddisfatte: pertanto 

m m 


f(a)g(a)> f(x) n >B_=A. 


Dunque la tesi è dimostrata. D 


Corollario 4.11 Siano f e g due funzioni continue in un punto vo € R. 


Allora le funzioni f(x)tg(x), f(x) g(x) e {@) (quest’ultima nel caso in cui 


g(1) 


9(co) #0) sono continue in xo. 


Dimostrazione. La continuità di f e g in rp equivale al fatto che lim f(a) = f(x0) 


e lim g(x) = g(ro) (si ricordi la (3.9)). È dunque sufficiente 


applicare il teorema precedente. O 


Corollario 4.12 Ogni funzione razionale è continua in tutto il suo dominio. 


In particolare, ogni funzione polinomiale è continua in tutto R. 


Dimostrazione. Abbiamo verificato al punto i) dell’Esempio 3.17 che la funzione 
costante y = a e la funzione lineare y = x sono continue su tutto 
R: dunque. ogni funzione del tipo y = ar” (con n € N) è continua 
su R. Conseguentemente, i polinomi, essendo somme di funzioni 
di questo genere, sono continui su R: le funzioni razionali, essendo 
quozienti di polinomi, sono continue laddove il loro denominatore 
non si annulla. O 


Esempi 4.13 


i) Si voglia calcolare 
2x —- 3c082 
im ——___ 
x-0 5 + sin 
Numeratore e denominatore sono ottenuti attraverso operazioni algebriche su 


funzioni continue. Inoltre, il denominatore non si annulla in x = 0. Pertanto, 
sostituendo ad x il valore 0, otteniamo £ = —3/5. 
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ii) Si voglia studiare il comportamento limite della funzione y = tan per x 


tendente a 5. Poiché 
È È ._ TT a 
lim sing =sin-=1 e lim cosx = cos—- = 0 
I 


otteniamo dal teorema precedente 


mIa 


. . sino 1 
lim tanr = lim =—- = 00. 
cx_-5 r-+5 COST 0 


Possiamo essere più precisi, studiando il segno della funzione in un intorno di 3. 
Si ha sin > 0 in tutto un intorno di 7, mentre cosx > 0 (rispettivamente < 0) 
in un intorno sinistro (rispettivamente destro) di 5. Pertanto, concludiamo che 


lim tana = Foo. 


P(a) 
iii) Sia R(e) = 

it N) 
minimi termini, nel senso che i polinomi P e Q non hanno fattori comuni. Sia 
xo € R uno zero di Q, cioè Q(xo) = 0; si ha certamente P(x0) # 0, altrimenti P 
e Q avrebbero il fattore (x — x0) in comune. Dunque 


una funzione razionale, che supponiamo già ridotta ai 


lim R(x) = 00. 
LAro 
Anche in questo caso, lo studio del segno di R(x) in un intorno di xo permette 
2 
a°-3x+1 
xi — 
intorno sinistro di xp = 1 e negativa in un intorno destro, dunque 
. £2-3x+1 
lim == 
cr 1% BE = 


di essere più precisi. Ad esempio, la funzione y = è positiva in un 


———_—— è negativa in tutto un intorno di x9 = 1 
a2-2x+1 


al contrario, la funzione y = 
e pertanto 
. r-2 
lim = 
a-192-2x+1 


0. 


Il Teorema 4.10 non fornisce alcuna indicazione sul comportamento limite di 


una espressione algebrica, nei tre casi di seguito elencati, in cui l’espressione viene 
detta forma indeterminata (o forma di indeterminazione) di tipo algebrico. 


i) 


Relativamente all’espressione f(x) +g(x) (rispettivamente f(x) — g(x)), quan- 
do entrambe le funzioni tendono a co con segno discorde (rispettivamente 
concorde); una tale forma indeterminata viene indicata con il simbolo 


O — 00. 


Relativamente all’espressione f(x)g(x), quando una funzione tende a co e 
l’altra tende a 0; una tale forma indeterminata viene indicata con il simbolo 


00 - 0. 
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x ei 

, quando entrambe le funzioni tendono a co 
g(a 
oppure a 0; tali forme indeterminate vengono indicate rispettivamente con i 
simboli 


ili] Relativamente all’espressione 


00 0 
—_ oppure -. 
00 0 


Quando ci troviamo di fronte a una forma indeterminata, non possiamo dire 
a priori quale sia il suo comportamento limite. Infatti, come mostrano gli esempi 
sotto riportati, ogni comportamento è possibile: limite infinito, limite finito diverso 
da 0 oppure uguale a 0, non esistenza del limite. Ogni forma indeterminata deve 
quindi essere studiata singolarmente, spesso con molta attenzione. 

Stabiliremo nel seguito il comportamento limite di un certo numero di forme 
indeterminate notevoli. A partire da esse, usando i teoremi sui limiti presentati in 
questo paragrafo, sarà possibile lo studio di forme indeterminate più complesse. 
Altri strumenti per analizzare il comportamento limite di forme indeterminate 
saranno forniti più avanti: essi sono il confronto locale tra funzioni mediante i 
simboli di Landau (Paragrafo 5.1), il Teorema di de l’Hépital (Paragrafo 6.11) e 
gli sviluppi di Taylor (Paragrafi 7.1 e seguenti). 


Esempi 4.14 


i) Supponiamo che x tenda a +00. Definiamo le funzioni fi(x)=x+?, fo(x) = 
T+1, fs(a) =x+Ì, fue) = © + sine. Poniamo inoltre g(r) = x. Usando il 
Teorema 4.10 oppure ricordando V'Esempio 4.9, è facile verificare che tutte le 
funzioni tendono a +00. Tuttavia, si ha 


sm (fi(@)- g(2)) = lim 2°=+00, 


lim (/2(0)-g(2))= lim 1=1, 


. j L 


Invece, il limite di fa(x) — g(x) = sine non esiste, in quanto la funzione sin r è 
periodica e dunque per x tendente a +00 essa assume infinite volte tutti i valori 
compresi tra —1 e 1. 


ii Supponiamo ora che x tenda a 0. Definiamo le funzioni f1(x) = 23, fa(x) = 22, 
f3(x) = €, f(x) = e? sin1. Poniamo inoltre g(x) = x?. Tutte queste funzioni 
tendono a 0 (per quanto riguarda la f4, è sufficiente applicare il Corollario 4.7). 
Tuttavia, si ha 


lim f(2) = lima=0 
x-0 g(a) r_-0 

tim PO) _rimi=1, 
2-0 g(x) 2-0 

lim Sa(2) =] : = 00, 
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fa(®) 
g(c) 


dimostrazione vedasi la successiva Osservazione 4.19). 


1 
mentre il quoziente = sin—- non ha limite per x tendente a 0 (per la 
x 


iii] Studiamo il comportamento di una funzione polinomiale 
P(x)=anx"+...+a1T+a0 (an # 0) 

per x — +oo0. Osserviamo che tale funzione può dar luogo ad una forma inde- 

terminata del tipo 00 — 00, a seconda del segno dei coefficienti e del grado dei 

monomi. Tale forma di indeterminazione si risolve raccogliendo il monomio di 

grado massimo x”, vale a dire 


Pla)= e" (ant 1 +...4 - Ji 


e il segno del limite si determina facilmente. Ad esempio, 
lim (-5x° +2x° +7)= lim (-5x3) = +00. 

dA 00 LAI 700 
Consideriamo ora una funzione razionale già ridotta ai minimi termini 
P(x) and”+...+a,2 +00 
= —__—_- An, d 0, m>0). 
Q(r)  bma”+...+b1x + bo (Gn> bm # ) 
Per x + +00, essa dà luogo ad una forma indeterminata del tipo 2. Trattando 
numeratore e denominatore come sopra, si ottiene 


R(x) = 


sen>m; 


P(a (e PRRL ride 
lim ted) Soul “ = Misto tia sen=m, 


LÌ 
r-+t00 Q(2) r-+00 bm ®" 


sen<m. 


Ad esempio, 
3x3 — 2x +1 . 3x3 
lim ——_-_ = lim —=-00, 
rito L- 22 a-+00 —x2 
Li — 40° +23 — 7 Li — 4a 1 
im ——_—___=" lim = 
-c0 80° — r4 + 5r r--00 8g5 2° 
6x2 — x +5 6x2 
li = —- =0 
ri--0 —x3 +9 r+-00 —r3 
sin x 


iv) La funzione y = è una forma indeterminata di tipo ni per x — 0; 


x 
abbiamo dimostrato al punto i) degli Esempi 4.6 che il suo limite vale 1. Da ciò, 
1- cose 


possiamo dedurre il comportamento della forma indeterminata y = 3 


x 
per x — 0, anch’essa di tipo 2, Infatti, abbiamo 


104 4 Limiti e continuità II 


. 1- cosx ._ (1- cosx)(1+ cose) ._ 1- cos?x 

lim = im ò = lim - lim ; 

e-0 x c>0 x?(1+cosx) c-0 x? x-01+ cose 
Ricordando la relazione trigonometrica fondamentale cos? x + sin2 x = 1 ed 


usando il Teorema 4.10, otteniano che il primo limite vale 


; È 2 , 2 

. sin?e î sine . sina 

lim = lim = { lim = 1. 
x-+0 x? x-+0 x x-0 Xx 


Usando ancora il Teorema 4.10, deduciamo che il secondo limite vale i. Conclu- 
diamo che 


Negli esempi precedenti abbiamo studiato il comportamento limite di alcu- 
ne funzioni elementari in certi estremi del loro dominio. Per completezza, ri- 
portiamo nella tabella successiva i limiti più significativi delle principali funzio- 
ni elementari, già considerate nel Paragrafo 2.6. Per le relative giustificazioni 
x» Funzioni elementari. 


im'af=0 
x-0+ 


lim x* = +00 
x-0+ 


3 Ant" +...+@012 + 0 (SS 
i Ce DI a 
Tr-+t00 bm +... kt bia + bo dm t-+t00 


n_m 


lim a” = +00, imacazi=:0 
T-++00 T+—00 


x 


lim a” lim a” = +00 
T++00 T-+—-00 


lim log, x = i; lim log, x = —c0 
T-++00 Sa È r->0+ Sa 


lim loggg=—-00, lim loggg = +00 
T++00 Tr-0+ 


lim sin, lim cos, lim tana non esistono 
r-+t00 r-+t00 t-+toc0 


lim tanx= #00, VkEeEZz 
c-($+km)È 


lim, arcsin x = +5 = arcsin(+1) 


Hi rien 


lim arccosv=0=arccos1l, lim arccosr = 7 = arccos(—1) 


L++1 x-+-1 


; T 
lim arctanexr = +-— 
rTt-+t00 2 


4.1 Teoremi sui limiti 105 
4.1.4 Teorema di sostituzione 


Il seguente risultato è di grande rilevanza teorica e nello stesso tempo fornisce una 
regola utilissima per il calcolo dei limiti. 


Teorema 4.15 Supponiamo che esista (finito o infinito) 


lim f(x) =@. (4.9) 
T-+c 
Sia poi g una funzione definita in un intorno di £ (escluso al più il punto £) 
e tale che 
i) sel € R, g è continua in l; 


ii) sel = +00 oppure f = —cc, esiste (finito o infinito) lim 9(y). 
b fr 


Allora, esiste il limite per x tendente a c della funzione composta go f e si 
ha 


lim 9(f(@)) = lim g(y). (4.10) 


Dimostrazione. Poniamo m = lim g(y) (notiamo che nel caso è) sarà m = g(0)). 
yl 


Fissato un qualunque intorno /(m) di m. grazie alle ipotesi è) 
oppure 27), esisterà un intorno /(£) di £ tale che 


Vy € domg, yEI(0) > gly)€ I(m). 
Osserviamo che possiamo scrivere /(£) anziché /(£)\{7} in quanto 
nel caso <) g è continua in £ (si ricordi la (3.7)), mentre nel caso 
i) ( non appartiene a /I(£). 


Dato tale intorno /(£) di £, dall’ipotesi (4.9) deduciamo l’esistenza 
di un intorno /(c) di e tale che 


Va € dom f, xeI(c)\{c} > f(2)cI(0). 


pas 


Combiniamo le due implicazioni precedenti. Ricordiamo che x € 
dom g © f significa che x € dom f e y = f(x) € domg: pertanto 


otteniamo 
Vr € domgo f. reI(e)\{c} > g(f(@)) E I(m). 


Data l’arbitrarietà di /(m.). ciò significa che 


lim g(S(@)) =im. DO 


ti li 
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Osservazione 4.16 Un'altra condizione che garantisce la tesi del teorema è la 
seguente: 


i’) se £ € R, esiste un intorno I(c) di c in cui f(x) £ £ per ogni x # c ed esiste 
(finito o infinito) lim g(y). 
YU> 
o 


La dimostrazione è analoga a quella precedente. 


Notiamo che nel caso in cui @ € Re g sia continua in £ (caso i) ), si ha lim g(y) = 
y> 


9(£) e dunque la relazione (4.10) può essere scritta come 


lim g(f(x)) = g(lim f(@)). (4.11) 


Si dice, in modo impreciso ma efficace, che una funzione continua commuta (cioè 
si scambia) con il simbolo di limite. 


1l Teorema 4.15 implica che la composizione di funzioni continue è continua, 
come precisato dal seguente enunciato. 


Corollario 4.17 Sia f continua in xo e si ponga yo = f(xo). Sia poi g una 


funzione definita in un intorno di yo e continua in yo. Allora la funzione 
composta go f è continua in xo. 


Dimostrazione. Dalla (4.11) abbiamo 


lim (go f)(x)=g( lim f(a))=g9(f(co))= (90 f)(xo). 


tto 


il che precisamente equivale alla tesi. 


Vediamo ora alcuni esempi di applicazione del Teorema di sostituzione e del 
suo corollario. 


Esempi 4.18 


i) La funzione A(x) = sin(2°) è continua su tutto R. Infatti, è la composizione 
delle due funzioni continue f(x) = x? e g(y) = siny. 


lì) Si voglia calcolare 


Poniamo f(x) = x? e 
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Si ha lim f(x) = 0, mentre è già stato osservato che la funzione g è continua 
DL 


nell’origine. Pertanto, 


n 2 . 
.__ sin(a ._ siny 
lim i) = lim = 
x_-0 XL y>0 Y 


1. 


sa 1 
li] Studiamo il comportamento limite della funzione h(x) = arctan (=) per 
x 


x tendente a 1. Posto, f(x) = sal abbiamo lim f(x) = too. Posto invece 
se 


cr-1® 


2 


9g(y) = arctany, abbiamo (si ricordi la tabella a pag. 104) lim g(y) = pe. 
y-too 


Dunque 


1 T 
li ret —— = li =t-. 
Jim arctan (22) = lin 900) = +5 


iv] Si voglia calcolare 
1 
lim logsin—. 
T-++00 TL 


Posto f(x) = sinì, abbiamo l = lim f(x) = 0; si osservi che f(x) > 0, 
TLA+T00 


per ogni x > 1, Posto g(y) = logy si ha lim, 9(Y) = —0c0 e dunque, per 
YA 
l’Osservazione 4.16, otteniamo 
1 
lim logsin—= = li = -00. 
lie o g(4) = —00 CD 


Osservazione 4.19 Il Teorema di sostituzione 4.15 può essere facilmente esteso 
al caso in cui la funzione f sia sostituita da una qualunque successione a : n an 
che ammetta limite (finito o infinito) 


lim an =. 


n_-00 


Sotto le stesse ipotesi sulla funzione g fatte nell’enunciato del Teorema, si ha allora 
lim g(an) = lim g(y). 
n_+00 YyPL 


Questo risultato è spesso utile ‘in negativo’, ossia fornisce un Criterio di non 
esistenza del limite di una funzione: se esistono due successioni a :n + an e 
bin bn aventi entrambe limite £ e tali che 


lim g(an) #7 lim g(bn), 


allora necessariamente g non può avere limite quando l’argomento tende a L. 

Ad esempio, con questo criterio possiamo dimostrare che la funzione y = sin x 
non ha limite per x — +00: se definiamo le successioni a, = 2n7 e db, = 3 tant, 
n € N, abbiamo 

lim sinan = lim 0=0 mentre lim sind, = lim 1=1. 


n_+00 n_-+00 n_-00 n 00 
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In modo analogo, si può vedere che la funzione y = sin : non ammette, per x — 0, 


né limite destro né limite sinistro. _ 


4.2 Altri limiti notevoli; forme indeterminate di tipo 
esponenziale 


Ricordiamo il limite fondamentale (3.3). In luogo della successione an, = (1 + 2) ; 
n 


consideriamo ora la funzione di variabile reale 


h(x) = (14 1), 


che è definita quando 1+ 1 > 0, cioè in (-00, --1)U(0, +00). La proprietà seguente 
mostra che il comportamento di tale funzione per x tendente ad infinito è uguale 
a quello della successione. 


Proprietà 4.20 Vale il seguente risultato 


I 
lim (1 + 5) = e. 
r-+t00 up 


Dimostrazione. =» Numero di Nepero. 


Partendo da tale formula e applicando varie proprietà dei limiti, otteniamo 
nuovi limiti notevoli. Così, la sostituzione y = È, con a # 0, fornisce 


a\x 1\° IVI 
lim (1 + 2) = lim (1 + 1) = | lim (1 + 1) | =el, 
r-to00 LC yn too Y y-+to00 Yy 


Invece, con la sostituzione y = ì otteniamo 


Il 
o 


1 1\° 
m(1+)/"= lim (1+1) 


li 
x-0 y+to0o Y 


Usando la continuità della funzione logaritmo e la relazione (4.11), abbiamo, per 
ogni a > 0, 


lim log, (1+) 
x-30 ai 


= lim log, (1+ x)/® = log, lim (1+x)® = logge = 


In particolare, per a = e otteniamo 
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Osserviamo poi che la relazione a® — 1 = y equivale a x = log, (1 + y); inoltre, 
y-—= 0 se x + 0. Con tale sostituzione, abbiamo 


1 log, (1 = 
lim © = lim 2 (im Oga(1+ ni = loga. (4.12) 
x-0 ha y0 log, (1 + Y) y—0 Y 


In particolare, per a = e si ha il limite fondamentale 


Infine, ponendo 1+ = e” ed osservando che ancora y — 0 per x — 0, otteniamo, 
per ogni a € R, 


1 e-1 _] Y 1 
ea = lim È a 
e-+0 D y>0 ev — 1 y20 Y ev- 1 
(4.13) 
(PI, î 
= lim li = loge“ = a. 
y20 Y y-0 eV — 1 


Per comodità dell’allievo, riportiamo tutti i limiti notevoli ottenuti finora nella 
sottostante lista. 


. (SINT 
lim RI 
T-0 TX 


1- cosa 


lim ———— = 
x_-+0 x? 


lim (1 3F 2) 


r-+t00 


lim (1+x)!/® = 
r-0 


lim log, ( È +2) 


log(1+2) _ 
x-0 Do 4 


x 


1 
= —T— > 0); in particolare, lim 
log a Sai Sa gni) 


. a—1 ì s ._ eE-1 
lim =loga (a>0); in particolare, lim =.il 
rx-0 27; xr_-0 up 


lim RA = (a € R). 
x-0 XL 
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1\° 1 
Ritorniamo alla funzione h(x) = (i + 2) . Posto f(x) = (1 + i) eg(x)= , 


essa è del tipo 


ha) = [f(}PO. 


In generale, una tale espressione può dar luogo a nuove forme indeterminate 
per x tendente a un valore limite c. Supponiamo infatti che f e 9g siano funzioni 
definite in un intorno di c, tranne eventualmente in c stesso, e che ammettano 
limite per x tendente a c. Supponiamo inoltre che f(x) > 0 in tutto un intorno 
di c (tranne al più in c), di modo che la funzione sia definita in un intorno di c 
(tranne al più in c). Per studiare il comportamento limite di A, è conveniente fare 
ricorso all’identità 


f(x) = el98f(2) 


dalla quale si ottiene l’espressione 
h(x) = e9(#)log f(2), 


Usando la continuità della funzione esponenziale e la (4.11), abbiamo allora che 


lim[f(#)}?® = exp (tim [g(x) log /()]) ù 


In altre parole, lo studio del comportamento limite della funzione h(x) è riconduci- 
bile a quello della funzione g(x) log f(x) a esponente. Una forma indeterminata per 
tale esponente definisce quindi una forma indeterminata di tipo esponenziale 
per la funzione h(x). Precisamente, ricordando il comportamento della funzione 
logaritmo, si possono avere le seguenti situazioni: 


i) Se g tende a co ed f tende a 1 (e dunque log f tende a 0), si ha ad esponente 
una forma indeterminata di tipo 00 - 0; in tal caso diciamo che la funzione A 
presenta una forma indeterminata di tipo 


aa 


ii) Se g tende a 0 ed f tende a 0 (e dunque log f tende a -—00), si ha di nuovo 
ad esponente una forma indeterminata di tipo 00 - 0; in tal caso diciamo che 


la funzione & presenta una forma indeterminata di tipo 
0°. 


ili 


Se g tende a 0 ed f tende a +00 (e dunque log f tende a +00), si ha ancora 
ad esponente una forma indeterminata di tipo cc - 0; in tal caso diciamo che 
la funzione f presenta una forma indeterminata di tipo 


00°. 
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Esempi 4.21 


n | a Î 

ì) La funzione h(x) = (1 + s) per x —> +00 è una forma indeterminata di 
x 

tipo 1°°, il cui limite è il numero e. 


ii) La funzione h(x) = x® per x — 0* è una forma indeterminata di tipo 0°. Si 
dimostra nel Capitolo 6 che lim xlogr = 0 e dunque lim, h(a)=1. 
ct_+0 


x-0 
iii) La funzione h(x) = x!/® per x — +00 è una forma indeterminata di tipo 00°. 
n: ) pa Palli i log x 
Usando la sostituzione y = ZL e l’identità log 1 = —logy, siottiene lim a 
Y L->+00 Gi 
— lim ylogy=0 e dunque lim h(e) = 1 O 
y0t t-++00 


Un errore non infrequente, e spesso dalle conseguenze catastrofiche, è quello di 
calcolare dapprima il limite di una delle due funzioni f oppure g, sostituire poi il 
valore del limite alla corrispondente funzione e calcolare infine il limite dell’espres- 
sione risultante. In altri termini, può essere sbagliato calcolare il limite per x 
tendente a c della forma indeterminata h(x) = [f(x)]}?®) come 


lim [f()]”, avendo prima calcolato m = lim g(@), 
LAc LAC 


oppure come 


lim L90®), avendo prima calcolato £= lim f(x). 
LC La C 


Ad esempio, se seguissimo questa seconda strada per calcolare il limite per x —> 
L 


LA+TO00 


1 1 
too di h(x) = {(1+ L) , troveremmo prima che f = lim (1 + 1) = le poi 


che lim 1% = lim 1=1. Saremmo quindi indotti a concludere che A ha come 
r+to00 xr-+t00 


limite 1, mentre già sappiamo che il valore corretto del limite è il numero e. 
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Nei paragrafi precedenti, abbiamo stabilito varie proprietà locali di una funzione 
nell’intorno di un punto della retta reale oppure di un punto all’infinito, esaminan- 
do il suo comportamento limite. Consideriamo ora una funzione continua su un 
intervallo della retta reale e stabiliamo alcune rilevanti proprietà di natura globale, 
vale a dire relative al suo comportamento nell’intervallo. 

Iniziamo con una semplice definizione. 


Definizione 4.22 Data una funzione reale f, chiamiamo zero di f ogni 


punto xo € dom f în cui la funzione si annulla. 
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Ad esempio, gli zeri della funzione y = sinx sono tutti i multipli di 7, ossia gli 
elementi dell’insieme {mr | m € Z}. 


Notiamo che il problema di trovare le soluzioni di una equazione del tipo 


f(x) =0 


equivale alla ricerca degli zeri della funzione y = f(x). E dunque importante avere 
a disposizione metodi, tanto analitici quanto numerici, per la determinazione degli 
zeri di una funzione, 0, quanto meno, per la loro localizzazione approssimata. 


Il seguente risultato fornisce una semplice condizione che garantisce l’esistenza 
di uno zero di una funzione in un intervallo. 


Teorema 4.23 (di esistenza degli zeri) Sia f una funzione continua nel- 
l’intervallo chiuso e limitato [a,b]). Se f(a)f(b) < 0, cioè se f assume va- 
lori di segno discorde agli estremi dell’intervallo, allora esiste uno zero di f 


nell’intervallo aperto (a,b). 
Se inoltre f è strettamente monotona in [a,b], allora lo zero è unico 


nell’intervallo. 


Dimostrazione. 


f(b) | -c-slosca 


Figura 4.5. Il Teorema di esistenza degli zeri 


Nel corso della dimostrazione faremo uso di alcune proprietà delle 


successioni che sono raccolte nel successivo Paragrafo 5.4. Non è 
5 


restrittivo supporre che f(a) < 0 < f(b). Poniamo ao = a e do = è 
; cdcba ( Vi r i 4 

e sia co = © il punto medio dell’intervallo [ao. do]. Calcoliamo 

f(co): abbiamo 3 possibilità. Se f(co) = 0 allora ro = co è uno 


zero di f e la dimostrazione è terminata. Altrimenti, se f(co) > 0. 
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poniamo a} = a0 e di = co. ovvero consideriamo la metà sinistra. 
dell’intervallo [ao. bo]: se invece f(co) < 0, poniamo ai = co e 
bi = do, ovvero consideriamo la metà destra dell’intervallo [a0. do]. 
In entrambi i casi, abbiamo costruito un nuovo intervallo [a1, bi] C 
[ao, bo] tale che 


bo — do 
“x 


Iterando tale procedimento o si perviene, in un numero finito di 
passi, ad uno zero di f oppure si costruisce una successione di 
infiniti intervalli [2,,, b,] che soddisfano le seguenti proprietà: 


f(a1) <0< f(bi) e bi -@a= 


[ao. bo] > (ax. bi] er A) [ans bn] E ST 

bo — ao 
f(an) <0< f(bn) e bn - Gan = — ga 
(la giustificazione rigorosa dell’ esistenza di tale successione richie- 
de l’uso del Principio di induzione & o di induzione). 
In questo secondo caso, mostriamo che esiste un unico punto xo 
contenuto in tutti gli intervalli e che tale punto è uno zero di 
f. A tale scopo, osserviamo che le due successioni {an} e {bn} 
soddisfano 


G0 <Q... Gn <... bn £... br < bo 


Pertanto la successione {an} è monotona crescente e limitata 
mentre la successione {bn} è monotona decrescente e limitata. 
Applicando il Teorema 3.9, esistono x. vj € [a,b] tali che 
. 3 vr 
lim an=r, e dim b,=xg: 
n_-oo 


n_- 00 


D'altro canto, usando l’Esempio 5.18 i), 


b-a 
BRE » = Lr 

To — To = Jim (bn — an) = Jim — tn (0) 

e dunque x; = xj. Indichiamo con ro tale valore. Usando ora la 
continuità della funzione f e il Teorema di sostituzione (pag. 142), 
risulta 


Jim f(an) = lim f(0n) = f(r0). 


Infine, ricordando che f(an) < 0 < f(bn) e applicando il pri- 
mo Teorema del confronto (pag. 142) alle successioni { f(an)} e 


{S(bn)}, si ha 
lim f(an) <0 e lim f(b_)>0: 
n_-50 n-+o00 
dunque, dovendo essere 0 < f(x0) < 0, si ottiene f(r0) = 0. 


Se f è strettamente monotona in [a,b], allora è iniettiva per la 
Proposizione 2.8 e dunque lo zero è unico. O 
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Alcuni commenti sul teorema precedente sono utili. Osserviamo innanzitutto 
che senza l’ipotesi di continuità della funzione nell’intervallo chiuso [a, è] non sa- 
rebbe possibile dedurre l’esistenza di uno zero dalla sola condizione f(a)f(b) < 0. 
Ad esempio, la funzione f : [0, 1] —> R definita come 


—l pera =0, 
f(x) = 
+1 per0<x<1 


assume valori di segno discorde agli estremi dell’intervallo ma non si annulla mai; 
essa presenta una discontinuità di salto nel punto a = 0. 

D'altro canto, l'ipotesi f(a)f(6) < 0 è soltanto sufficiente, e non necessaria, 
per l’esistenza di uno zero. Ad esempio, la funzione continua f(x) = (2x — 1)? 
si annulla all’interno dell’intervallo [0, 1] pur essendo strettamente positiva negli 
estremi dell’intervallo. 

Notiamo infine che la procedura usata nella dimostrazione del teorema può 
essere tradotta in un algoritmo di calcolo approssimato dello zero, noto nel Calcolo 
Numerico come Metodo di bisezione. 

Vediamo un primo esempio di applicazione del Teorema di esistenza degli zeri. 


Esempio 4.24 


Consideriamo la funzione f(x) = x% + x3 — 1 nell’intervallo {0, 1}. Essendo un 
polinomio, la funzione è continua. Inoltre si ha f(0) = —1 e f(1) = 1. Pertanto, 
esiste almeno uno zero di f in [0, 1]. Tale zero è unico in quanto f è strettamente 
SERRCRAbE nell'intervallo (perché somma delle funzioni strettamente crescenti y = 
x4 e y= x3 e della funzione costante y = —1). O 


Diamo ora alcune utili estensioni del teorema precedente. 


Corollario 4.25 Sia f continua in un intervallo I. Supponiamo che f am- 
metta, per x tendente a ciascuno degli estremi dell’intervallo, limiti (finiti 0 


infimiti) diversi da 0 e di segno opposto. Allora f ha uno zero in I; tale zero 
è unico se f è strettamente monotona in I. 


Dimostrazione. Il risultato segue facilmente dal Teorema 4.2 (di permanenza del 
segno) e dal Teorema 4.23 (di esistenza degli zeri). Per maggiori 
dettagli —> Funzioni continue. 


Esempio 4.26 
Consideriamo la funzione f(x) = x + log x, definita nell’intervallo I = (0, +00). 
Essa è continua e strettamente crescente in /, in quanto somma delle due funzioni 
y= xe y = log, che hanno le stesse proprietà. Poiché lim f(x) = —c0 e 
x-0+ 
lim f(x) = +0c, la funzione f ha esattamente uno zero nel suo dominio. © 


T-++00 
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g(a) | 
Fb) 4 y= f(2) 


S(a) | 
9(0) 


a To b 


Figura 4.6. Illustrazione del Corollario 4.27 


Corollario 4.27 Siano f e g due funzioni continue nell’intervallo chiuso e 
limitato [a,b]. Se f(a) < g(a) e f(6) > g(b), allora esiste almeno un punto 


xo nell’intervallo aperto (a,b) tale che 


f(x0) = 9(c0). (4.14) 
Dimostrazione. Introduciamo la funzione ausiliaria /(x) f(x) — g(a). Essa è 
continua in [a,b] in quanto differenza di due funzioni continue. 
Inoltre, per ipotesi, si ha A(a) = f(a)—g(a)<0e h(b) = f(b) 
g(b) > 0. Pertanto /’ soddisfa le ipotesi del Teorema di esistenza 
degli zeri. Esiste dunque in (a, 6) un punto xo tale che R(x0) = 0. 


il che equivale precisamente alla (4.14). 
Osserviamo che se % risulta strettamente crescente in [a. db). allora 
la soluzione della (4.14) è unica nell’intervallo. 


Esempio 4.28 
Vogliamo trovare tutte le soluzioni dell’equazione 
cosa = ©. (4.15) 


Poiché —1 < cosa < 1 per ogni x reale, non vi sono soluzioni per x < +1 
o per x > 1. Inoltre, non vi sono soluzioni nell’intervallo {-1,0) in quanto 
ivi cosr è strettamente positivo mentre x è strettamente negativo. Dunque, 
le eventuali soluzioni vanno cercate nell’intervallo [0, 1]. Le funzioni f(x) = x 
e g(x) = cosx sono continue in tale intervallo; inoltre, f(0) =0<1= g(0) e 
f(1) =1> cos1l = g(1) (la funzione coseno assume il valore 1 solo per i multipli 
di 27). Pertanto, applicando il corollario precedente, deduciamo che l’equazio- 
ne (4.15) ha una soluzione nell’intervallo (0, 1). Essa è l’unica soluzione, in quanto 
f è strettamente crescente e g è strettamente decrescente in {0, 1], e dunque la 
differenza h(x) = f(x) — g(x) è strettamente crescente in tale intervallo. O 
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y= f(x) 
t1(, PIPE di 
z= f(xo) Ji 

S(a) +-- 
| 
| 
| " 
| a To b 


Figura 4.7. Il Teorema dei valori intermedi 


Se applichiamo il corollario precedente nel caso in cui una delle due funzioni 
sia costante, otteniamo il seguente risultato. 


Teorema 4.29 (dei valori intermedi) Sia f una funzione continua nel- 
l’intervallo chiuso e limitato [a, b). Allora f assume tutti i valori compresi tra 


f(a) e f(0). 


Dimostrazione. Se f(a) = f(b) il risultato è banale: diversamente, supponiamo 
dapprima che f(a) < f(b). Sia 2 un qualunque valore compreso 
tra f(a) e f(b) e definiamo la funzione costante g(x) = 2. Dal- 


le disuguaglianze f(a) < 2 < f(b). otteniamo immediatamente 
f(a) < g(a) e f(6) > g(b). Pertanto, se applichiamo il Corollario 


1.27 nell'intervallo [a, b] alle due funzioni f e 9g, otteniamo l’esi- 


stenza di un punto o in [a, b] tale che f(x0) = g(ro) = 2. 
Se f(a) > f(b), si scambiano i ruoli delle funzioni f e 9g. O 
Il Teorema dei valori intermedi ha, tra le sue conseguenze, l’importante fatto 


che una funzione continua trasforma intervalli in intervalli, come precisato nel 
seguente corollario. 


Corollario 4.30 Sia f una funzione continua su un intervallo I. Allora l’im- 
magine f(I) di I attraverso la funzione è ancora un intervallo di estremi infr f 


e supy f. 


Dimostrazione. Osserviamo che un sottoinsieme di IR è un intervallo se e solo se 
presi comunque due suoi punti a < £ l’intervallo di estremi [a, B] 
è contenuto nel sottoinsieme stesso. 
Siano dunque y1 < 2 due punti di f(/): allora esistono in / 
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due punti x] e r9, necessariamente distinti, tali che f(x1) = % 
e f(x2) = yo. Detto J € I l'intervallo chiuso di estremi x} e xo, 
è sufficiente applicare il Teorema dei valori intermedi alla funzio- 
ne f ristretta all'intervallo ./, ottenendo [y1,y2] E f(J) E f(1). 
L'immagine f(/) è dunque un intervallo e, in base alla Definizione 


2.3, i suoi estremi sono rispettivamente inf, f e sup, f. O 


Ognuno degli estremi dell’intervallo f(/) può essere finito o infinito, e può ap- 
partenere o meno all’intervallo; se appartiene, la funzione ammette rispettivamente 
minimo o massimo su I. 

Se I è un intervallo aperto o semiaperto, la sua immagine f(I) può essere un 
intervallo di qualunque tipo. Vediamo alcuni esempi. Se consideriamo la funzio- 
ne f(x) = sinx nell’intervallo aperto e limitato / = (--4, 7), l’immagine f(4) è 
l’intervallo aperto e limitato (—1,1). Ma se, per la stessa funzione, consideriamo 
l’intervallo aperto e limitato (0, 27), allora l’immagine è l’intervallo chiuso e limi- 
tato [-1, 1]. Se invece consideriamo la funzione f(x) = tan x nell’intervallo aperto 
e limitato (-5, 7), l’immagine è l’intervallo illimitato (-00, +00). Semplici esempi 
possono essere costruiti anche nel caso in cui / sia un intervallo illimitato. 

Se però / è un intervallo chiuso e limitato, allora la sua immagine attraverso una 
funzione continua non può che essere un intervallo chiuso e limitato. Precisamente, 
abbiamo il seguente fondamentale risultato, che interverrà più volte nel seguito (per 
la dimostrazione » Funzioni continue ). 


Teorema 4.31 (di Weierstrass) Sia f una funzione continua su un inter- 
vallo chiuso e limitato [a,b). Allora f è limitata su [a,b] e ivi assume valori 
minimo e massimo 


= min f(a M= x). 
O) max fe) 


Dunque, 
f([a,6]) = [m, M]. 


M! 


m 


Aa TM Ém. id 


Figura 4.8. Il Teorema di Weierstrass 
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e=f(y) 


Figura 4.9. Grafico di una funzione continua e invertibile (a sinistra) e della sua inversa 
(a destra) 


Chiudiamo questo paragrafo con due risultati relativi alla proprietà di inverti- 
bilità di una funzione (per le dimostrazioni > Funzioni continue ). Ricordiamo 
che nel Paragrafo 2.4 abbiamo visto che se una funzione è strettamente monoto- 
na, allora è iniettiva (cioè invertibile); abbiamo anche osservato che, in generale, 
non vale il viceversa. Tuttavia, per le funzioni continue, i concetti di monotonia 
stretta e di iniettività coincidono. Inoltre, quando è definita, la funzione inversa è 
continua. 


Teorema 4.32 Sia f una funzione continua su un intervallo I. Allora f è 
iniettiva su I se e solo se f è strettamente monotona su I. 


Teorema 4.33 Sia f una funzione continua e invertibile su un intervallo I. 
Allora la funzione inversa f_! è continua sull’intervallo J = f(1). 


Il Teorema 4.33 garantisce ad esempio la continuità delle funzioni trigonome- 
triche inverse y = arcsinx, y = arccosx e y = arctanx in tutto il loro dominio 
di definizione, e della funzione y = log, x su R+ in quanto funzione inversa del- 
l’esponenziale y = a”. Tali risultati sono già stati anticipati nella Proposizione 
3.20. 


4.4 Esercizi 


1. Utilizzando i teoremi del confronto, calcolare i seguenti limiti: 


cos T i 
b) pin (Vr + sine) 


a) lim 
L-++00 D 


Zi 


3. 


c) 


e) 


Calcolare i seguenti limiti: 


a) 


c) 
e) 


8) 


i) 


2x — sine 


im ———— 
r-+-00 3 + cosr 


lim sin 2 - sin — 
0 x 


LA 


x+1 


lim. (Va+1- Va -1) 


Fr 
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xr+3 


lim —_—_—__ 
a-++00 g3 — 2x +5 
2x2 +5x 7 
mu T—X-—-T__- 
e-+00 592 — 2x +3 


Utilizzando i limiti notevoli, calcolare i seguenti limiti: 


i) 


a) 


c) | 


sin? x 


lim 


Tt_-0 x 


lim 


tanx— sina 


c_-0 x3 


cosc +1 
im ———_—_ 
z+r cOsd3x + 1 


. Calcolare i seguenti limiti: 


log(1+ ) 
t-0 93€ — 1 


- x-0t 2a 


x_-0 HA 


sin 2x — sin 3x 
x-+0 da 


lim 


x-+0 


lim 


xtanx 


1- cosa 


1- cosyr 


r_-0+ 27? 


lim 


cos(tana)— 1 
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sin 


c+1 


lim ————& 
- ro1 Va +17 -2 
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5. Calcolare i seguenti limiti: 


p5/2 _ 2 1 —- teu 
di na E NET sla 
r++00 2Vr5— 1 | x-0. sInz 
1 1 
lo) lim (corna — — ) d) lim ve(ve+1-ve-1) 
x sino s+00 
Sn c-1 e_-2 
|| din (23) £) lim (1+ a)? 
) im E Ti] tim ETT8 
im ——- im ———_—— 
di cs va = v5 I r-+-00 3° +3-® 
1 1 rca 2 
i) lim ( - =) L) lim xe” sin (e sin 2) 
x-0 \xtanx  xsin2 LL E-r-00 x 
im) lim x(2+sina) n) lim gres? 
Lo x--+00 L_-d3 — 00 


6. Determinare il dominio e il comportamento limite agli estremi del dominio 
delle seguenti funzioni: 
x° —x° +3 


a) f()= x2+3x +2 DI f)= ST 


c) f(x) =log | + exp (I t)| d) f(a)= Ye ®” 


4.4.1 Soluzioni 


l. Limiti: 
a) 0; DI +00. 
c) Si ha 
2x — sina ._ e(2- SR®) 2 


im ————<‘ = lim ——_-=£ 
2-00 3L + cosa 2-00 (3+ 82) 3 


. . sina . COST 
in quanto lim = lim 


T--00 XL L+—-00 


d) Dalle disuguaglianze [x] < x < [e] + 1 (Esempio 2.1 vii)), si deduce immedia- 
tamente che x — 1 < [x] < x, da cui per x > 0 si ha 


= 0 per il Corollario 4.7. 


— i 
x XL 


dunque, applicando il secondo Teorema del confronto 4.5, si conclude che 


lim bi =1. 
t-++00 Xx 
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e) 0. 
: z . rt-tana, ” . _ 
f} Innanzitutto osserviamo che f(x) = ——5__ è una funzione dispari, pertanto 
x 
lim f(x) = — lim f(x). Sia 0<x < 5, dalla relazione 
L-0t g_-07 


sing <xr<tanx 


(per una dimostrazione si veda l’Esempio 4.6 i)) si ha 


sinx — tana x- tana 


sing — tanx<x—- tana <0 ossia < < 0. 
x? a? 
Poiché 
. sing —tanz ._ sine(cose— 1) , sino cosa — 1 
lim — 7 3 lim SA * lim == 4, 
x-0+ ho x_-0+ XxX COST xr+0t COST TC 


per il secondo Teorema del confronto 4.5, concludiamo che 


] x—-tanx 
lim = 0 
r_-0t x 


e dunque anche il limite cercato vale 0. 


2. Limiti: 
) —5; b} 0 
c) Si ha 
li Sal "(+3+a9 = lim È=-0%0 
r->-00 2x? —- r+3 2>-00x2(2-14 4) 2-02 
d) z, 


e) Razionalizzando si ha 
c+1 _ dn (xe + 1)(V6x2 +3 — 32) 


bi 
2321 6a? 13430 s°-1 602+3— 992 
(c +1)(vV622 +3 - 3x) 


= ll =1, 
es 80-20 +) È 
f} Ricordando la formula a — 68 = (a — b)(a? + ab + b?), si ha 
tm DIE? 10-x-8 
a>2  x-2 x-2 (x — 2)(&#(10- x)? +2710-x+4) 
1 1 


= lim = = ? 
s-2 £/(10- x)? +2%10-x+4 12 
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10; h) 1; i) 0. 


y 
BI 


() Si ha 


: V2x2 +3 . le] 2+5 v2. —-x vV2 
lim ——T = lim 3x0 = m =—-—. 
r--0 4a +2 T-X (4 + 2) 4 x--00 £ 4 


3. Limiti: 


a) 0; b) 2. 
c) Si ha 
I sin2x — sin3x li sin 2x li sin 3x 13 1 
——— = lim im = = 
sò dx 536 4g  s50 de 2 4 
d) Si ha 
1- , 1- ” 1 1 1 
lim bra = lim sue lim = i = +00. 
a—0+ 2a? x-0+ x x-0+ 2x 2a-0+ 2x 
e) 1. 
f} Ponendo y = tan, si ha 
iù cos(tanx) -— 1 — im COSYT b_ ia Suo 1 ARA 
x->0 tanr y_0 Yy y>O Y 
g) Ponendo y= 1- 2, si ha 
. costa cos 5(1—y) SI 
lim = I = lm = à 
col l-x y0 Y y20. y 2 
h) -}; i) 5 
) Si ha 
fa vVl+tanx_vl-tana _ l+tanx—-1+tana 
0 sin a _ a0sine(VI+tanx+vV1- tana) 
1. 2tanx 
= - lim — = lim — N 
2-0 sina x-0 COST 
i. Limiti: 
sf lu, \ 2 
a) Iog 3 ; b) 3° 


c) Ponendo y = x — e, si ha 


l —1 —1 = 
tim 18% Li log(y + e) _ lim log e (14 y/e) — 1 
ge v —@ y—0 Y y—0 Y 


A log(1+y/e) _ 1 


y—-0 Y e ° 
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In alternativa, ponendo 2 = x/e, si ha 


1 = 
di loga MA log(ez)-1 1. logz 1 


li = — 
se g_e z41 elz—1) ezolz-1 e 
d) 1. 
e] Si ha 
92 2a 1 2a _ 1 
lim cd lim (e Bei 
xr-0+ 2a x_-+0t 2a 
2x _ 1 1 
= lim 2 + lim —— =2+ lim — = +00. 
x-0t+ XL xc-0+ 2x c-0+ 2x 


f} Ponendo y = x - 1, si ha 


. loga . logx 
lim = lim 
ele” -— e z-le(et! — 1) 
log(1+y) 1 I log(1+%) e dei 
y-0 e(ev — 1) e y-0 Yy eV -1 0 e’ 


h) Ponendo y = x + 1 e ricordando il limite (4.13), si ha 


; x+1 ; Y ? Y 
lim —————————_ =" lim ——__— = " lÎilm — — —_ 
vo-1 Ya+17-2 y-0 Yy+16-2 +-02(4Y1+£-1) 
16. y/16 
se lim 2 =—=8.4= 32. 
2 4-50 dig 
5. Limiti: 
a) I. 
b) Si ha 
® _ @TT e ® (e2£ 1) ) _ et 1 x 
lim = lim - = lime * -— = 
x-0 sing c_-+0 sin a c-+0 2a sin 
c) Si ha 
; 1 . cosxr-1l . cosg—-1 x 
lim {| cotane — — = li - = lim - — 
tt sing x-0. sinz c-+0 x? sin 
d) 1. 
e) Si ha 


x-2 
x_-1 Miri 
li = li -2)1 
ni (£ + 3) SE (.tm_(e )log L+t 3) 


e ; 4 cb 
= exp (tm (e-2)log (1-75) = el, 
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1 
Ponendo y = 
x 


1 
, risulta x = — — 3 e dunque 
+3 Y 


1 log (1-4 
L= lim È i 5) log (1-4y)= lim (PET - 5log(1- w) = 4; 
y-0t \Y y0t Yy 
pertanto il limite cercato vale e-4. 
f) e; g) 2v5. 
h) Si ha 
37 — 377 37° (327 — Lì 
lim —___=" li = 1. 
sy _1 
il 3. 
£) Si ha 
2 sin(e “sin? 2 sin (e_” sin 2 
lim xefeT” sin — - ( RO x) = lim xsin-- lim ez) 
x-++00 x e ® sin 7 r-++00 x v>+t%0 e sini 
=L,.Lo. 
Ponendo y = 1, il primo limite vale 
L=: SE 4% 
1 pra y ’ 


2 


ponendo t = e7®sin£ e osservando che £ + 0 per 2 + +oo grazie al 


Corollario 4.7, il secondo limite vale 


In definitiva il limite cercato vale 2. 
m) Poiché —1 < sina < 1, si ha 1< 2+sinx < 3 da cui x < x(2 + sin) per 
x > 0. Osservando che lim x = +00 e applicando il secondo Teorema del 
H-A+A-T:00 


confronto 4.8, si ottiene che il limite cercato vale +00. 
n) —00. 


6. Dominio e limiti di funzioni: 


a) domf=R\{-2,-1}, 
lim _ f(x) = too, lim, f(x) = too, lim Se) = +00. 


r--23 


b) La funzione è definita su tutto R e si ha 


4 


et x ex 
o SICA Coe E _ 
ri ea er e ge 
lim f(x)= lim e”. lim =0. 


T-+-00 Lr-+- 00 r--0 1+ r4 


4.4 Esercizi 125 


c) La funzione è definita per x # 0 (si osservi che 1 + exp (21) > 0 sempre). 


Si ha 
i x2+1 
lim f(«)=log lim [1+exp{ —— || =log1=0, 
TITO 


L-+-00 


lim f(x) = log lim (ron (2° 
TATOO 


L-++00 
lim f(x) = log lim (1 + exp (I vA 
2-07 x_-07 x 

; su 
lim f(x) = log lim, (+00 (= 1) 


x-0t 


d) domf=R; lim f(2)= 


5) 


Confronto locale di funzioni. Successioni e serie 
numeriche 


Nella prima parte del capitolo, impariamo a confrontare il comportamento relati- 
vo di due funzioni nell’intorno di un punto. A tale fine, introduciamo opportuni 
simboli stenografici, noti come simboli di Landau, che agevolano la descrizione 
delle possibili tipologie di comportamento. Di particolare rilievo è il confronto tra 
funzioni che tendono a 0 oppure a c0. 

Nella seconda parte, vengono ripresi alcuni risultati sui limiti, visti in generale 
per le funzioni, e adattati al caso particolare delle successioni. Si presentano tec- 
niche specifiche per analizzare il comportamento limite delle successioni. Infine, si 
introducono le serie numeriche e si forniscono i principali strumenti per lo studio 
della loro convergenza. 


5.1 Simboli di Landau 


Come già fatto precedentemente, indichiamo con c uno dei simboli xo (numero 
reale), oppure di: x) , oppure ancora +00, —00. Per ‘intorno di c' si intenderà un 
intorno di uno di tali simboli, come definito precedentemente. 

Siano dunque f e g due funzioni definite nell’intorno di c, tranne eventualmente 
nel punto c; inoltre, sia g(x) # 0 per x # c. Supponiamo che esista, finito o infinito, 


lim {2) = 


LLICazeEA) (5.1) 


Diamo le seguenti definizioni. 


Definizione 5.1 Se ( è finito, diciamo che f è controllata da 9g per x 
tendente a c; în tal caso, usiamo il simbolo 


Îl 3 O(9), TLC, 


che leggiamo “f è o grande di g per x tendente a e”. 
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Tale proprietà può essere ulteriormente precisata, distinguendo i seguenti casì: 


a) Se € è finito e # 0, diciamo che f è dello stesso ordine di grandezza 
di g per x tendente a c; in tal caso, usiamo il simbolo 


fx9, Lc, 


che leggiamo “f è equigrande con g per x tendente a c”. Come caso 
particolare notevole, abbiamo: 


b) Self =1, diciamo che f è equivalente a 9g per x tendente a c; in tal caso, 
usiamo il simbolo 


Î79; TAC. 


c) Infine, sel = 0, diciamo che f è trascurabile rispetto a g per x tendente 
a c; in tal caso, usiamo il simbolo 


f=0(9), LA3C, 


che leggiamo “f è o piccolo di g per x tendente a c”. 


Dalle definizioni precedenti resta escluso il caso in cui € sia infinito. Ma, se ciò 
accade, allora 
gle) _1 


im SL 2220, 
LAC 


f(x) £ 
e dunque possiamo dire che g = o(f) per x — c. 
I simboli O, x, », o sono detti simboli di Landau. 
Osservazione 5,2 La definizione dei simboli di Landau può essere data sotto 
ipotesi più generali di quella da noi qui considerata, l’esistenza del limite (5.1). Ad 


esempio, l’espressione f = O(g) per x — c può essere estesa a significare che esiste 
una costante C > 0 tale che, in un opportuno intorno I di c, 


|f(@)] < Cig(e)|, Va eI,axFc. 
Tuttavia, la definizione da noi data è sufficiente per il prosieguo dell’analisi. 
Esempi 5.3 


i) Ricordando gli Esempi 4.6, si ha 


; ; ; .__ sine 
sing 0a, x-0, infatti lim po 
x-0 x 
: . . sin 
sinx = o(x), r —> +00, infatti lim = 0; 


ii) risulta sinx = o(tanx), x > 5 in quanto 
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sino 


lim = lim cosa =0; 
r>3 tano c-3 


iii) si ha cost x 2x — 7, r + 7, perché 
cos T cos(t +5) sint 1 _ 


lim 95 lim lim 
1 T_T = i = i LI 
r-% 2x7 1-0 2t tÒ0 2t 2 


Proprietà dei simboli di Landau 


i) E chiaro dalle definizioni che i simboli =, », o sono casi particolari del simbolo 
O, nel senso che, per x tendente a c, 


f=g=>f=0(9), f-g9=>f=0(9), f=0(9)>f=0(9). 
Inoltre, il simbolo » è un caso particolare del simbolo x, vale a dire 
fog > fg. 
Notiamo poi che, se f = 9, allora dalla (5.1) si ha 


iS) _ 
LI lg(a) hi 


dunque f » £9g. 


i È utile la proprietà 


f=9+0(9). 


) 9 
- im i@) _ NECA 
RIE 
> tim So) 0 «> h=o(g). 


o(Af)=0(f) e Ao(ff=o0(f). (0.8) 
nai i ui «e B _ . 
Infatti, dire g = o(Af), significa che lim xa” 0, il che equivale a 
lim sei = 0, cioè g = o(f). La seconda identità si dimostra in modo si- 
rc XL 
mile. 


Proprietà analoghe alla (5.3) valgono per il simbolo O. 

Osserviamo che i simboli o(f) e O(f) non indicano una particolare funzione, ma 
piuttosto una ben precisa proprietà di ogni funzione rappresentata da questi 
simboli. 
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Notiamo che f = 0(1) equivale a dire che f tende a 0 per x tendente a c. Infatti, 


lim f(x) = lim s@) = 0. 
x—-c xoe 1 
Similmente, f = O(1) significa che f tende a un limite finito, per x tendente a 
c. Più in generale (vedi l’Osservazione 5.2), f = O(1) significa che f è limitata 
nell’intorno di c: cioè, esiste una costante C' > 0 tale che, in un opportuno 
intorno I di c, 
\f(2) <C, Va e Ia#c. 


ì La condizione di continuità di una funzione f in un punto xq può essere scritta 


mediante il simbolo o, nella forma equivalente 
S(a)=f(ro)+o(1), x — zo. (5.4) 


Infatti, ricordando la (3.9), si ha 


Jim f(2)= fr) > Jim (f@)- f(0)) =0 
sa Se) - f(ro) = 0(1), x > zo. 
Algebra degli ‘o’ 


ì) 


iii) 


Confrontiamo il comportamento dei monomi x” quando x — 0. Si ha 


n>m. 


Infatti, 


n 


lim = lima"”7""> =0 seesolo se n-m>0. 
xa-+0 a" r_-0 


Dunque, per x tendente a 0, tra due potenze di x è trascurabile quella di 
esponente maggiore. 


| Consideriamo ora il limite per x + +00. Risulta, procedendo come sopra, 


Dunque, per x tendente a +00, tra due potenze di x è trascurabile quella di 
esponente minore. 


I simboli di Landau permettono una notevole semplificazione di certe espres- 
sioni algebriche nello studio dei limiti. Consideriamo, ad esempio, il limite per 
x — 0. Valgono allora le seguenti proprietà, che costituiscono una speciale 
‘algebra degli o’, la cui verifica è lasciata allo studente come esercizio: 
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oso) 0h 
o(x°)to(x")=o(x?), conp=min(n,m); 
o(Ax")= 0(x"), per ogni AE R\ {0}; 


P(a)o(a°) = o(x") se £ è limitata in un intorno di x = 0; 
xo(x") = (Uro 
o(1")o(r") = (et), 


lo(e")]t = o(e8"). 


Limiti fondamentali 


I limiti fondamentali riportati nella tabella di pag. 109 possono essere riformulati 
mediante i simboli di Landau. Abbiamo infatti: 


singer, 
1-cosr=z2, più precisamente, 1 — cosx ©» 32, T_:0; 
log(1+2) x, equivalentemente, loga — x — 1, ra]; 


e-107, 


(1+x)®-1xraz, 


Applicando la (5.2) e tendendo conto della proprietà (5.5) c), queste relazioni 
possono essere scritte in forma equivalente come: 


sinax=x+0(2), c_-0; 
1-cosr=32°+0(x°), x-—0, ovvero, coor=1-3x?+0(r°), x0; 
log(1+r)=x+0(z), x-—-0, ovvero, logax=x-1+0(x-1), a+]; 
et=1+xr+0(x), c_- 0; 
(1+x)°=1+ax+0(x), r+0. 


Inoltre, dimostreremo più avanti (Paragrafo 6.11) le seguenti relazioni: 


DE —i0(69)) TX — +00, 
e = o(|x|®), Ti —00, 


loga = 0(x°), r-= +00, (5.6) 


1 
loga -o() , ro 03, 
ge 


132 5 Confronto locale di funzioni. Successioni e serie numeriche 
Esempi 5.4 
i) Dalla relazione ef = 1+t+0(t), t + 0, ponendo t = 5%, si ha e = 1+52+0(5x) 
ovvero e? = 1+ 57 + o(x), x — 0. Equivalentemente, e5T — 1 5e, x > 0. 
Dalla relazione (1 +t)!/? = 1+ It + o(t), t + 0, ponendo t = -32, si 
ha (1-3x2)!/2 = 1- 3x2 + 0(-322) = 1- 3x2 + o(x2), e — 0. Dunque, 
(tela Be, cr 0. 


iii) Dalla relazione sint = t + o(t), t —> 0, ponendo t = 2%, si ha xsin2x = 
x(2x + 0(2x)) = 222 + 0(x2), € + 0. Quindi, 7 sin2x — 2x2, x + 0. 


Vediamo ora come utilizzare i simboli di Landau nel calcolo di limiti. Suppo- 
niamo che tutte le funzioni che intervengono nei due enunciati successivi siano 
definite e non nulle nell’intorno di c, tranne eventualmente in c. 


Proposizione 5.5 Sì vogliano studiare i limiti 


lim f(x)g(x) oppure 


Se f e j sono funzioni tali che f > f egg pera + c, allora 


lim f(#)g(x) = lim f(2)g(2), 


TAC 


{A _ i® 


im — | 
zoc ga) sc G(x) 


Dimostrazione. roviamo la (5.7). Si ha 


Ricordando la definizione di / feg=g.siottiene il risultato 


La dimostrazione della (5.8) è del tutto simile 


Corollario 5.6 Si vogliano studiare i limiti 


lim (f(@)+fi(2))(g(2) +91(x)) oppure lim TELA 


Se fi= o(f) egi= 0(9) pera + c, allora 
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lim (FA) +f1@))(G@)+91(2)) = lim SA) = (59) 
XL Tr IT 
lim SOTA _ in i (5.10) 
roc g(a)+g91(r) e>c g(e) 
Dimostrazione. Poniamo / f+ fi: per ipotesi f f+o(f) e dunque, per la 
(5.2). si ha f + f. Analogamente. posto 9g = 9 + q1. si ha 9g © 9g. 
Il risultato segue allora dalla proposizione precedente. 


Il significato di queste proprietà è evidente: nel calcolo del limite di un prodotto, 
possiamo sostituire a ciascun fattore una funzione ad esso equivalente; oppure, 
in ciascun fattore, possiamo eliminare addendi trascurabili rispetto ad altri. In 
modo analogo possiamo agire nel calcolo del limite di un quoziente, relativamente 
a numeratore e denominatore. 


Esempi 5.7 


i} Si debba calcolare 


a-0 sin’ 3x 
Dall’equivalenza 1— cost & tt, t- 0, con la sostituzione t = 2x otteniamo 
1-cos2r © 2x7, x +0. 
Dall’equivalenza sint » t, t > 0, con la sostituzione t = 3x otteniamo sin3x 
3x, x + 0, da cui 


sin? 8x 9x7, x +0. 


Pertanto, applicando la (5.8), otteniamo 


lim 1 cos2x _ ; 29° 2 
+0 sin 3x e--0 9x2 9 
ii) Si debba calcolare 
sin 2x + x3 


DL 4x +5log(1+ 2) 
Facciamo vedere che, per x + 0, 5 è trascurabile rispetto a sin 2r e 5log(1+ x?) 
è trascurabile rispetto a 4x; ciò fatto, possiamo usare il corollario precedente e 
concludere che 
lim Sii cai = Tic =L 
x-0 de +5log(1+x2) e-0 4x 2 
Ricordiamo che sin 2x » 2x per x — 0; dunque, 


x3 . 93 


=0, 


im — im — = 
e-0 sin2x x-02r 


vale a dire 7° = o(sin 2x) per x — 0. D'altro canto, ricordando che log(1+t) » t 
per t + 0, con la sostituzione t = x? otteniamo log(1+ x?) > x? per x — 0. 
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Pertanto, 
5log(1+ x?) ._ De” 
lim — ———- “= lim = 
c-0 dr «+0 dx 


vale a dire 5log(1+ x?) = o(4x) pera + 0. 


Le precedenti regole di ‘semplificazione’ nel calcolo dei limiti valgono soltanto 
nel caso di prodotti o quozienti. Non è lecito applicare tali regole nel calcolo del 
limite di una somma o differenza di funzioni. In altri termini, dal fatto che î - f 
egegperr— c, non è lecito dedurre che 


lim[f(1) + g(@)] = im[f(e) + 30). 


Ad esempio, poniamo f(x) = vr? + 2x e g(x) = ve? — 1; consideriamo il limite 


slim (Va? +20 — Va? — 1). 


Razionalizzando, tale limite è uguale a 


da (12 +2) — (e2-1) a 2r +1 
aoto0 Vr +2x+ Va 1 ato 2(/1+8 pepe DT 
L 
Se però sostituissimo alla funzione f(x) la funzione f(x) = x, che è ad essa 
equivalente per x > +00, otterremmo un limite diverso, errato. Infatti, 
2 2 
. . xa°-(a°-1) . 1 
lim (r- va? -1)= lim ——=— = lim ———=— =0. 
2400 sodo g+ve-I 834% 2(14,/1-4) 


Il motivo della diversità sta nella cancellazione del termine di grado massimo «?, 


al numeratore della frazione che si ottiene dopo la razionalizzazione. A seguito di 
questa cancellazione, diventano determinanti, al fine del comportamento limite, i 
termini di grado inferiore, che pure sono trascurabili rispetto a x? per x + +00. 


5.2 Infinitesimi ed infiniti 


Definizione 5.8 Sia f una funzione definita nell’intorno di c, tranne even- 
tualmente in c. Si dice che la funzione f è infinitesima (oppure è un 
infinitesimo) in c se 


lim f(x) = 


T-+C 


cioè se f = o(1) per x + c. Invece, si dice che f è infinita (oppure un 
infinito) in c se 


lim f(x) = 00 


L-+C 


5.2 Infinitesimi ed infiniti 135 


Introduciamo la seguente terminologia relativa al confronto tra due infinitesimi 
oppure tra due infiniti in c. 


Definizione 5.9 Siano f e g due infinitesimi in c. 

Se f=g pera — c, f e g si dicono infinitesimi dello stesso ordine. 

Se f = 0(9) perx — c, f dicesi infinitesimo di ordine superiore a g. 
Seg=o(f) pera — c, f dicesi infinitesimo di ordine inferiore a g. 

Se nessuna delle condizioni precedenti è soddisfatta, diciamo che f e g sono 
infinitesimi non confrontabili tra di loro. 


Definizione 5.10 Siano f e g due infiniti in c. 

Se f=g perx + c, f e g si dicono infiniti dello stesso ordine. 

Se f=0(g) pera — c, f dicesi infinito di ordine inferiore a 9. 

Seg=o(f) perx — c, f dicesi infinito di ordine superiore a g. 


Se nessuna delle condizioni precedenti è soddisfatta, diciamo che f e g sono 
infiniti non confrontabili tra di loro. 


Esempi 5.11 


Ricordando i limiti fondamentali visti sopra, è immediato verificare i seguenti 
enunciati: 
\ ile”-—1è un infinitesimo dello stesso ordine di x nell’origine. 


il) sinx? è un infinitesimo di ordine superiore a x nell’origine. 

Lu sina : : . : . . 1 oe 

Ul a è un infinito di ordine superiore a — nell’origine. 
(1- cos x) x 


iv] Per ogni a > 0, e” è un infinito di ordine superiore a x® per 7 + +00. 
v] Per ogni a > 0, log x è un infinito di ordine inferiore a "pena ot. 
x 


vi) Le funzioni f(x) = x sin 1 e g(x) = x sono infinitesime per x tendente a 0 (per 
S(®) 
g(7) 
ammette limite per x — 0: esso assume, infinite volte in ogni intorno di 0, ogni 
valore compreso tra —1 e 1. Dunque, nessuna delle relazioni f = g, f = 0(9), 
g= o(f) è soddisfatta per x — 0. I due infinitesimi f e g non sono confrontabili 
tra loro. O 


aim i 
= SIn 7, Don 


la funzione f, si ricordi il Corollario 4.7). Tuttavia, il quoziente 


Con un linguaggio non rigoroso ma espressivo, quando f è un infinitesimo (o un 
infinito) di ordine superiore a g, diremo che f tende a 0 (0 a 00) più velocemente di 
g. Ciò suggerisce l’idea di ‘misurare la velocità’ con cui l’infinitesimo (o l’infinito) 
converge verso il suo valore limite. 
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A tale scopo, fissiamo un infinitesimo (o un infinito) , definito nell’intorno di 
c e particolarmente semplice da calcolare; chiameremo £ infinitesimo campione 
(o infinito campione) in c. Le scelte più comuni (ma assolutamente non le uniche 
possibili) come infinitesimi e infiniti campione sono le seguenti. Se c = ro € R, 
sceglieremo come infinitesimo campione 


g(a)=r-ro oppure (e) =|r- ol 


(la seconda scelta qualora sia necessario considerare potenze non intere di 4, vedi 
più avanti) e come infinito campione 


1 1 


g(c) = ET oppure g(x) = le = col 


Se c = ci (rispettivamente, c = xy ), sceglieremo come infinitesimo campione 


(x) =x— xo (rispettivamente, (x) = 0-2) 


e come infinito campione 


1 1 
= ispetti te, (x) = . 
(a) dedi (rispettivamente, (x) i ) 


Se c = +00, l’infinitesimo e l’infinito campione saranno rispettivamente 


1 
g(a)=7 e ve)=a, 
mentre se c = —00, l’infinitesimo e l’infinito campione saranno rispettivamente 
1 


RIE] e g()= al 


La definizione della ‘velocità di convergenza’ di un infinitesimo o di un infinito 
F è legata al confronto di f con le potenze dell’infinitesimo o dell’infinito campione 
in c. Precisamente, abbiamo la seguente definizione. 


Definizione 5.12 Sia f un infinitesimo (0 un infinito) in c. Se esiste un 
numero reale a > 0 tale che 


fio ci, (5.11) 


allora a dicesi l’ordine di infinitesimo (0 di infinito) di f in c rispetto 
all’infinitesimo campione (0 all’infinito campione) g. 


Notiamo che la condizione (5.11), se verificata, determina l’ordine di infinitesi- 
mo (o di infinito) in modo univoco. Infatti, nel caso dell’infinitesimo è immediato 


5.2 Infinitesimi ed infiniti 137 
verificare che, per ogni 8 < a si ha f = 0(f), mentre per ogni 8 > a si ha 
e = o(f). Un’analoga considerazione vale nel caso dell’infinito. 


Se f ha ordine di infinitesimo (o di infinito) a in c rispetto al campione g, ciò 
significa che esiste un numero reale £ # 0 tale che 


lim f(x) = 
ee 0° (1) 


Dunque, 
Folo*, x-c, 


vale a dire, ricordando la (5.2), f = (6° + o(lg°), per x — c. Per semplicità, 
possiamo omettere la costante £ nel simbolo o, in quanto se una funzione A soddisfa 
h= 0(0°), allora si avrà pure & = 0(0°). Pertanto abbiamo 


Fal" +to(0°), rc. 


Definizione 5.13 La funzione 


(5.12) 


dicesi la parte principale dell’infinitesimo (0 dell’infinito) f in c 
rispetto all’infinitesimo campione (o all’infinito campione) v. 


Dal punto di vista qualitativo, il comportamento della funzione f in un in- 
torno abbastanza piccolo di c coincide con quello della sua parte principale (in 
termini geometrici, il grafico di f si confonde con quello della sua parte principa- 
le). Con una opportuna scelta dell’infinitesimo o infinito campione £, quale una 
di quelle indicate sopra, il comportamento della funzione £(®(x) è di immediata 
determinazione. Pertanto, se di una funzione — magari definita da una complicata 
espressione -— noi siamo in grado di trovare la parte principale in un punto c, pos- 
siamo facilmente conoscere il comportamento locale della funzione nell’intorno di 
tale punto. 


Ribadiamo che, per determinare ordine di infinitesimo (o di infinito) e parte 
principale di una funzione f in c, dobbiamo partire dal limite 


lim S(2) 
soc p*(x) 


e chiederci se esiste un valore di a per cui tale limite sia finito e diverso da 0. In 
tal caso, a è l’ordine cercato e, detto £ il valore del limite, la parte principale di f 
è data dall’espressione (5.12). 
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Esempi 5.14 


i) La funzione f(x) = sinx — tanx è infinitesima per x — 0. Ricordando le 
equivalenze fondamentali di pagina 131 e la Proposizione 5.5, possiamo scrivere 


i 1,,2 
sinr (cosa —1 x'(-37 1 
sino — tanx = ( la ( 2 e x3 g_-0. 
cos x 1 2 
Ne segue che f(x) è un infinitesimo di ordine 3 nell’origine rispetto all’infinite- 
simo campione g(x) = x e la sua parte principale è p(x) = — 32°. 


ii) La funzione 


f(a)=Va2+3- Va? -1 


è infinitesima per x — +00. Infatti, razionalizzando, si ha 


UO (12 +3) — (22 li _ 


4 
Va+ 34 va? —1 a(iSe ica) 


L’espressione di destra mostra che se scegliamo (x) = l, allora 
lim Sa) 

v-+00 (2) 

Dunque, Î è un infinitesimo di ordine 1 per x — +cc rispetto all’infinitesimo 


campione 1, e la sua parte principale è p(x) = 2. 


=2. 


li) La funzione 
f(x) = V9x5 + 7x3 -1 


è infinita per x — +00. Per determinarne l’ordine di infinito rispetto all’infinito 
campione g(x) = x, consideriamo il limite 


s T 1 
| 2594 a — 
lim {@) = lim i = 
g-+to0 x® r->+00 rasi 
Se scegliamo a = 3, il limite vale 3. Dunque, f ha ordine di infinito ? 3 per 


x — +00 rispetto all’infinito campione (x) = x, e la sua parte principale è 
p(x) = 3x°/?, D 


Osservazione 5,15 Abbiamo appena visto vari esempi di calcolo dell’ordine di 
infinitesimo (o di infinito) di una funzione, rispetto ad un infinitesimo (un infinito) 
campione. Lo studente non deve però credere che ciò sia sempre possibile. In altri 
termini, dato un infinitesimo o un infinito f in c e scelto un infinitesimo o un 
infinito campione £, può accadere che non esista nessun numero reale a > 0 tale 
che f = ©, per x — c. In tal caso, è conveniente operare una diversa scelta della 
funzione campione, più adatta a descrivere il comportamento della f nell’intorno 
di c. IMustriamo la situazione con due esempi. 

Consideriamo dapprima la funzione f(x) = e?® per x + +00. Usando la (5.6) a) 
si ha immediatamente x° = o(e?”), qualunque sia a > 0. Dunque, non è possibile 
determinare un ordine di infinito di f rispetto all’infinito campione (7) = x: la 
funzione esponenziale tende a infinito troppo velocemente per essere misurata in 
termini di una funzione polinomiale. Se invece scegliamo come infinito campione 
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la funzione g(x) = e”, allora è immediato che f ha ordine di infinito 2 rispetto a 
tale campione. 

Consideriamo ora la funzione f(x) = log per a — 0*. In (5.6) d) abbiamo 
anticipato che 


. loga 
lim 3 = 0, vB>0. 
xr_-0t TE 
XL 
loge . . Li 3 . > DEN 
Pertanto, f(x) = 1/ è infinitesima per x — 0T. Se usiamo l’infinitesimo 
x 


campione £(x) = x, abbiamo 


lim = lim = 


a0t x x-0+ x! 


; 0 sea < 1, 
xloga loga 


—00 sea 1. 


Dunque, applicando la Definizione 5.9, f è un infinitesimo di ordine superiore ad 
ogni potenza di x con esponente < 1, ma di ordine inferiore a x e ad ogni potenza 
di x con esponente > 1. Anche in questo caso, non è possibile determinare un 
ordine di infinitesimo di f rispetto al campione x. La funzione |f(x)| = x|log | 
descrive un modo di tendere a zero più lento di x ma più veloce di x® per ogni 
a < 1; essa stessa può essere usata come un diverso infinitesimo campione per 
r_- 0. 


5.3 Asintoti 


Consideriamo una funzione f definita in un intorno di +00. Nello studio del suo 
comportamento per z + +00, una situazione notevole è quella in cui la funzione 
si comporta come un polinomio di primo grado; in termini geometrici, ciò significa 
che il grafico di f tende a confondersi con il grafico di una retta. Precisamente, 
supponiamo che esistano numeri reali m e gq tali che 


(5.13) 


o, usando i simboli di Landau, 
f(a)=mx+q+0(1), LX +00. 


Diciamo allora che la retta g(x) = max + q è asintoto destro della funzione f. 
L’asintoto dicesi obliquo se m # 0, orizzontale se m = 0. Geometricamente, 
la condizione (5.13) esprime la proprietà che la distanza d(x) = |f(x) — g(x)| tra 
i punti sul grafico di f e sull’asintoto aventi la stessa ascissa x, tende a 0 per x 
tendente a +00 (si veda la Figura 5.1). 

I coefficienti dell’asintoto possono essere espressi in termini di opportuni limiti, 
nel modo seguente: 
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y=mxr+q 


Tr 


Figura 5.1. Grafico di una funzione e del suo asintoto destro 


q= lim (f(a)-ma). (5.14) 


Tr-++c00 


La prima relazione si ottiene dalla (5.13) osservando che 


=. Sereni da Pio o ia Ly 

c-++00 x t>+too x L->+00 Xx £2-+00 x rA++00 x 
mentre la seconda relazione segue direttamente dalla (5.13). Le condizioni (5.14) 
forniscono il metodo per la determinazione dell’eventuale asintoto di una funzione 
f. Infatti, se entrambi i limiti esistono finiti, allora f ammette l’asintoto destro 
y = mx + g; se, invece, anche uno solo dei limiti (5.14) non è finito, la funzione 
non ammette asintoto. 

Notiamo che, se f ammette asintoto obliquo, cioè se m # 0, allora la prima delle 
(5.14) ci dice che f è un infinito di ordine 1 rispetto all’infinito campione (x) = x 
per 2 + +00. Tuttavia, non tutte le funzioni che soddisfano quest’ultima proprietà 
ammettono asintoto obliquo: ad esempio, la funzione f(x) = x + V© è equivalente 
a x per X + +00, ma non ammette asintoto, in quanto il secondo limite in (5.14) 
vale +00. 


Osservazione 5.16 La definizione di asintoto (retto) data sopra rientra come 
caso particolare nella seguente: la funzione f dicesi asintotica a una funzione g 
per x —> +00 se 


lim (f(2) — g(2)) =0. 


r++00 


Se vale la (5.13), possiamo quindi dire che f è asintotica alla retta g(x) = me +q. 
Invece, la funzione f(x) = x? + î non ammette asintoto retto per 7 — +00, ma 
risulta asintotica alla parabola g(x) = 22. 


In modo simile a quanto fatto finora, è possibile definire un asintoto obliquo o 
orizzontale per x + —00 (ossia un asintoto obliquo o orizzontale sinistro). 
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Se la retta y = ma + gq è asintoto obliquo o orizzontale sia per a + +00 sia per 
X — —00, diremo che è un asintoto obliquo o orizzontale completo per f. 


Infine, se in un punto xo € R si ha lim f(x) = cc, si dice che la retta di 


Xx 
equazione x = xo è asintoto verticale per f n xg. In tale situazione, è la distanza 
tra i punti sul grafico di f e sull’asintoto aventi la stessa ordinata a tendere a 0 
per x tendente a xo. Se la condizione di limite è verificata solo per x + x7 oppure 
per x —> x si parla, rispettivamente, di asintoto verticale destro o sinistro. 


Esempi 5.17 
i) Sia f(x) = 4 Poiché 
. c) = li = 
slim S()=1 e lim f(x)=700 


la funzione ha un asintoto orizzontale di equazione y = 1 e un asintoto verticale 
di equazione x = — l. 


ii) Sia f(x) = V1+ 2. Risulta 


A sli 
lim f(xa)= +00, lim MI lim ra, cai 
r-otoo r_-too x r+t00 T 
e 
1+a?- a? 
. ii) |a Dee 
im (Vita 2) Pit Se mer PNPe. 
1+a? — a? 
: z < iù ressa. 
o ai 


Pertanto la funzione ha un asintoto obliquo per x + +00 di equazione y = x e 
un asintoto obliquo per x —> —c0 di equazione y = —r. 


iii) Sia f(x)=x+logx. Si ha 


lim (x +logx) = —c0, lim (x +logx) = +00 
x+0t r-++00 
] o 
lim SIAT 1, lim (x +loga — x) = +00. 
r++00 x T-++00 


Dunque la funzione ha un asintoto verticale (destro) di equazione x = 0 e non 
ha asintoti orizzontali od obliqui. 


5.4 Ulteriori proprietà delle successioni 


Riprendiamo qui lo studio del comportamento limite delle successioni iniziato nel 
Paragrafo 3.2. I teoremi generali sui limiti delle funzioni valgono anche per le 
successioni (che sono particolari funzioni definite sugli interi). Per completezza, 
ne riportiamo gli enunciati adattati alla situazione specifica. Inoltre enunciamo e 
dimostriamo ulteriori proprietà specifiche delle successioni. 

Diremo che una successione {an}n>ny verifica definitivamente una certa pro- 
prietà se esiste un intero N = no tale che la successione {an}n>w verifica tale 
proprietà. 
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Teoremi sulle successioni 


Teorema di unicità del limite: il limite di una successione, se esiste, è unico. 
Teorema di limitatezza: una successione convergente è limitata. 

Teorema di esistenza del limite delle successioni monotone: una successione 
definitivamente monotona, se è limitata allora è convergente; se non è 
limitata allora è divergente (a +00 se è crescente, a —c0 se è decrescente). 
Primo Teorema del confronto: siano {an} e {bn} due successioni tali che esi- 
stano, finiti o infiniti, i limiti im An=le im b,, = m. Se definitivamente 
vale an < bn, allora f < m. 

Secondo Teorema del confronto: siano {an}, {bn} e {cn} tre successioni tali 
che lim an = lim cn = €. Se definitivamente vale a, < da < Gn; allora 


Teorema: una successione {a,} è infinitesima, cioè lim an = 0, se e solo 
n+00 


se la successione {|an]|} è infinitesima. 
Teorema: sia {an} una successione infinitesima e {by} una successione 
limitata. Allora la successione {anbn} è infinitesima. 


. Algebra dei limiti: siano {an} e {bn} due successioni tali che lim an = £ 
nN-+00 


e lim bn =m (L, m finiti o infiniti). Si ha 
n_+00 


lim: (anta) km, 
T7+00 


limtaziba:= "my; 
T+00 


n 


se definitivamente bn # 0, 


ogniqualvolta l’espressione a secondo membro è definita secondo la tabella 
di pag. 98. 
Teorema di sostituzione: sia {an} una successione tale che lim an = l e 
n=-+00 
sia g una funzione definita in un intorno di £. 
a) se € Regè continua in 7, allora lim g(an) = g(0); 
nA+00 


b) se ( £ R ed esiste il lim g(w) = m, allora im g(an)=m. 


Dimostrazione. Proviamo soltanto il Teorema 2. in quanto gli altri si ottengo- 
no adattando facilmente le analoghe dimostrazioni fornite per le 
funzioni. 

Supponiamo sia data la successione {an}n>m convergente a £ € 

R. Allora, fissato Il. esiste un intero n} > no tale che |a,, — (| - 

| per ogni n > n. Per tali n. si ha quindi. usando la disuguaglianza 


triangolare (1.1). 
lan|= |An- C+ On —|+|f|<1+]|6|. 


Dunque ponendo A/ = maxd |@,;, |... lan, |:1+ {|} si ha [ay| < 
I \ no [en 1J n 
M,Wn > np. DI 
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Esempi 5.18 


i) Consideriamo la successione, detta successione geometrica, an = q”, dove q è 
un numero fissato in R. Facciamo vedere che 


se |q| <1, 


sevgi=<h 
segq> l, 


non esiste seg <<—1. 


Se q = 0 oppure q = 1, la successione è costante e dunque banalmente conver- 
gente a 0 e a 1 rispettivamente. Se q = —1, la successione è indeterminata. 

Sia ora q > 1; osserviamo che la successione è strettamente crescente e dunque 
ammette limite. Per mostrare che il limite è +00, scriviamo qg = 1+r con r > 0 
e applichiamo la formula (1.13) del binomio di Newton: 


n n 

gf =(1+r)" = x (°° =1l+nr+ >. (Hi 

k=0 k=2 

Osservando che tutti gli addendi dell’ultima somma sono positivi, otteniamo la 
disuguaglianza 

(1+r)" >1+nr, Vn>0, (5.15) 


detta disuguaglianza di Bernoulli. Dunque g” > 1+ nr; passando al limite 
per n — co e usando il Primo teorema del confronto, si ha il risultato desiderato. 


1 
Esaminiamo il caso |g] < 1 con q # 0; notiamo che — > 1 e quindi, per quanto 


lal 


. TV" i cui 
visto prima, lim (7) = +00. Dunque la successione {|g|"} è infinitesima e 
nA00 q 


pertanto pure la successione {q"} lo è. 
Infine, sia q < —1. Poiché 
lim g?* = lim (9?)* = +00, lim g?f*! = q lim g?f = —-c0, 
kioo k_-o0 k_-o00 k4+oo0 
la successione g” è indeterminata. 


| Sia p un numero fissato > 0 e consideriamo la successione xp. Si ha, 
applicando il Teorema di sostituzione con g(x) = p”, 


! Usando il Principio di induzione, » Principio di induzione ; sì può dimostrare che 
la (5.15) vale in realtà per ogni r > — 1. 
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iii) Consideriamo la successione n; usando ancora il Teorema di sostituzione e 
ricordando la (5.6) c), si ha 


logn 


n 


lim 


n-+00 


n= lim exp 
i(Send®.°) 


Esistono alcuni criteri di facile applicazione per decidere se una successione è 
infinitesima o infinita. Tra questi, il più usato è il seguente. 


Teorema 5.19 (Criterio del rapporto) Sia {an} una successione per cui 
definitivamente valga an > 0. Supponiamo che esista finito o infinito il 


3 An+1 
lim ©* 


n+00 An 


Seq<1, allora lim an=0; seq>1 allora lim an = +00. 
T-+00 n-+00 


Dimostrazione. Supponiamo che d,, O. Vn > no. Sia gd < 1 e poniamo | q. 
1 Î ll 
Dalla definizione di limite segue che esiste un intero n no tale 
che per ogni n > n si ha 
dl. , 
qu" p Ossia (1, (dn. 
a 
Dunque la successione {an} è definitivamente monotona decre 
scente e pertanto ammette limite £ finito e > 0. Se fosse £ # 0 si 
avrebbe 
. (1, { 
q lim | 
n > Un Î 
contro l'ipotesi che qg < 1. 
Se g > 1, è sufficiente considerare la successione {1/@,}. 


Osservazione 5.20 È possibile dare una diversa dimostrazione del teorema pre- 
cedente che evidenzia la velocità di convergenza a 0 o a +00 della successione. 
Consideriamo, ad esempio, il caso g < 1. Sempre dalla definizione di limite, per 
ogni r con q < r < 1, ponendo e = r — g, esiste n: > no tale che per ogni n > n; 
si ha 


An+1 , 
iL <r ossia ani < fan 
An 
e, reiterando, 
Oggi Ida È Mogzi È as A agi (5.16) 


(la giustificazione rigorosa di tale formula richiede l'applicazione del Principio di 
induzione » Principio di induzione ). Concludiamo usando il Primo criterio 
del confronto e il comportamento limite della successione geometrica (Esempio 
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5.18 i)). La (5.16) mostra che la successione {a,,} tende a 0 tanto più velocemente 
quanto q è piccolo. 
Analoghe considerazioni valgono nel caso q > 1. O 


Da ultimo consideriamo alcune successioni significative che tendono a +00. 
Confrontiamo il loro comportamento limite in base alla Definizione 5.10. Precisa- 
mente, prendiamo in esame le successioni 


e facciamo vedere che ciascuna è un infinito di ordine superiore rispetto alla pre- 
cedente. 

Il confronto tra le prime due successioni è immediato usando il Teorema di sosti- 
tuzione e la (5.6) c); otteniamo logn = o(n°) per n + co. 

I successivi confronti possono essere effettuati considerando di volta in volta la 
successione quoziente delle due che si vogliono confrontare e applicando il Criterio 


del rapporto 5.19. Precisamente, poniamo dapprima an = si Allora 


a n a 
An gue: e n q q 
Dunque, lim an = 0 ovvero n° = 0(4g”) per n + co. 
NIA00 
n 
Poniamo poi an = mi da cui 
nt1 I 
On+1 __I n q i ld è Gel n+ 00, 
An (n+1)!a%  (n+1)n! n+1 
e quindi 9g” = o(n!) per n + c0. 
I 
Infine, sia a, = suo allora 
n" 
Gn+i _ (M+bDI n° < (n+ ba! n n_ \" 
On (n+ ft! ni (n+D(n+1b" n! \n+1 
i i ti 
Cri Er 


e dunque n! = o(n") per n + c0. Più precisamente, si può dimostrare che 


n n 
no dmn (-) ; n co. 
e 


Tale relazione, nota come formula di Stirling, fornisce un’utile approssimazione 
del fattoriale di un intero sufficientemente grande. 


146 5 Confronto locale di funzioni. Successioni e serie numeriche 


[iS 


Figura 5.2. Suddivisioni successive dell’intervallo {0,2]. Le ascisse dei punti di 
suddivisione sono indicate in basso e le lunghezze dei sottointervalli in alto 


5.5 Serie numeriche 


Consideriamo un segmento di lunghezza @ = 2 (si veda la Figura 5.2). Attraver- 
so il suo punto medio, possiamo dividerlo nell’unione di due segmenti contigui di 
lunghezza ao = £/2 = 1. Teniamo fisso il segmento di sinistra, mentre dividiamo il 
segmento di destra ancora in due parti uguali, di lunghezza a, = 0/4 = 1/2. Ite- 
rando tale procedimento infinite volte, possiamo pensare il segmento iniziale come 
unione di infiniti segmenti, di lunghezza 1, 3, 1, 1, 4,... Corrispondentemente, 
siamo indotti a pensare la lunghezza totale del segmento come somma delle infinite 
lunghezze dei segmenti in cui lo abbiamo suddiviso, vale a dire 
iI 1 1 1 

gni eu dn ei (5.17) 
Abbiamo, a destra, una somma di infiniti addendi. Il concetto di somma di infiniti 
termini può essere definito in modo rigoroso usando la nozione di successione, e 
conduce alla definizione di serie numerica. 


Data la successione {ax}x>o, costruiamo la cosiddetta successione delle 
somme parziali o delle ridotte {s,},>o nel modo seguente: 


So = 00, s1=a00t+a1, s2= do + a, + a2 


e, in generale, 


Sn=0ota,1+... 


Notiamo che sn = sn_1 + an. È naturale studiare il comportamento limite di tale 
successione. Poniamo (formalmente) 


(°°) n 

) ap= lim ) ari=mesne 
n->00 n_+00 

k=0 k=0 


(o.) 
Il simbolo > ax viene detto serie (numerica), mentre ay è il termine generale 


k=0 
della serie. 
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n 
Definizione 5.21 Data la successione {ax}k>o € posto sn = ) Qk, Sì 
k=0 


consideri il limite lim Sn. 
T+00 


(e.°, 
i) Se il limite esiste ed è finito si dice che la serie ) ax converge e il 


k=0 
co 


valore s del limite è detto somma della serie; scriveremo s = ) ak. 
k=0 


(oe) 
i) Se il limite esiste ed è infinito, sì dice che la serie ) ax diverge. 


k=0 
(e, ®) 


ui) Se il limite non esiste, si dice che la serie ) ax è indeterminata. 
k=0 


Esempi 5.22 
i) Ritorniamo sull’esempio iniziale del segmento suddiviso in infinite parti. La 


lunghezza del segmento ottenuto con k + 1 suddivisioni è ax = SE: per k& > 0. 
00 


| Dunque, siamo indotti a considerare la serie ;> DR Allora 
k=0 
13 117 
= 1 = —_ © — = _ _ — — 
So i S1 143 3° 82 1+3t3 j 
— 1 1 


Usando il prodotto notevole a"t*! — b"+! — (a—b)(a"+a"-!b+...+ab" 1+b"), 
e scegliendo a = 1 e b = x arbitrario purché # 1, otteniamo l’identità 


1+ax+...+e0= —"— . (5.18) 


Dunque 


Pertanto 1 
lim sn = lim (2-33) =2. 

n_- 00 n_-00 VALI 

Quindi la serie converge e la somma vale 2. Ciò giustifica rigorosamente l’espres- 
sione (5.17). 


ii) Si consideri la serie di, k. Ricordando la (3.2), risulta 


k=0 n 
k=0 


2 
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Allora 
1 
lim sn = lim i +00, 
nA 00 n.00 
dunque la serie diverge (positivamente). 
DO 
ii) Si consideri la serie Y(-bf . Risulta 
k=0 
So= 1, ss=1-1=0 
ss=s1+1=1 ss=sg-1=0 
=1 Son+1 = 0. 


Dunque le ridotte con lia pari valgono sempre 1 e quelle con indice dispari 0. 
In definitiva il lim s, non esiste e quindi la serie è indeterminata. 
NIAI00 
Talvolta la successione {ax} è definita solo per & > ko; la Definizione 5.21 si 
modifica in modo ovvio. Vale inoltre la seguente proprietà la cui verifica, peraltro 
immediata, è lasciata allo studente. 


Proprietà 5.23 /l comportamento di una serie non cambia se sì aggiungono 


oppure modificano oppure eliminano un numero finito di termini. 


Si noti che tale proprietà nulla dice, nel caso si abbia convergenza della serie, 
sul valore della somma, il quale generalmente cambia se si modifica la serie. Ad 


esempio, 
vi vi 


LS; 


Esempi 5.24 


i} Consideriamo la serie do (È z DE detta serie di Mengoli. Risulta 
1 1 1 
7 (= k=10 k 
e dunque 
1 1 
89=02= 13 — al 3 


1 
si = an toa = (1 3) 
e, in generale, 


Sn=a2t+a3 + O CL : it 
vb 2 23 na n-1lo nf n° 
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Allora 


1 
lim sh = lim (CHE 
n->00 NA+00 n 


e quindi la serie converge e la sua somma vale 1. 


2 1 
ii) Consideriamo la serie ) log (1 + 1). Si ha 
k=1 


1 k+1 
ax = log (145) = log = log(kK +1) — logk 


e, quindi, 
s1 = log2 
s9 = log2 + (log 3 — log 2) = log3 


Sn = log2+ (log3 — log2) +... +(log(n+1)—logn)=log(n+1). 
Dunque 
lim sn = lim log(n+1)= +00 


e quindi la serie diverge (positivamente). G 


Le due serie considerate sono esempi di una classe più ampia di serie dette 
telescopiche, cioè tali che ax = bp +1—b% per una opportuna successione {bk }k€>kp- 
In tal caso si ha sn = bn+1 — dko e dunque il comportamento della serie coincide 
con quello della successione {bk}. 

Diamo ora una semplice, ma utile, condizione necessaria per la convergenza di 
una serie numerica. 


(e ©] 
Proprietà 5.25 Sia ax una serie convergente. Allora 
k=0 


lim ag =0. 
k+-o0 


Dimostrazione. Sia s lim s,. Poiché a; SÌ $}:-1:.Sì ha 


x 


lim ay lim (sy SÌ = $ S ci 
k X k-+0c 


Osserviamo che la condizione (5.19) non è sufficiente a garantire la convergenza 
della serie. In altre parole, il termine generale di una serie può tendere a 0 senza che 


si abbia convergenza. Ad esempio, si ricordi che la serie ) log (1 + x) diverge, 
k=1 


sì 
mentre si ha gin log (1 + c) = 0 (Esempio 5.24 ii)). 
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Se la serie converge a s, si dice resto n-simo la quantità 


(e.o) 


Proprietà 5.26 Sia Sd una serie convergente. Allora 
k=0 


mer =0f 
N00 


Dimostrazione. E sufficiente osservare che 


lim tn lim (S— Sn s-s=|(). 
Î, 12 x 


x 


Esempio 5.27 


Consideriamo la serie, detta serie geometrica, 
(ee) 
k 
» dI, 
k=0 


dove q è un numero fissato in R. 
Se q = 1, risulta sn = ao+a1+...+an = 1+1+...+1=n+l1e lim s, = +00. 


. . Te=+ 00: 
Dunque la serie diverge a +00. 


Se q # 1, si ha, grazie alla (5.18), 


5 De gt! 
Sn=1+q+gq°+...+q"= 139° 
Ricordando l’Esempio 5.18, otteniamo 
1 
—_— 1 
| Leg par se |g] < 
Lies 1l-q - | +00 seq>1 


non esiste se q<<-1. 
In definitiva 


1 
converge a 3 n se |gq|< 1 


divergea +00 seg>1, 


è indeterminata seg <-1. 
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(e. °; 


Data una serie ) ax, non sempre è possibile stabilire il suo comportamento 


k=0 
facendo uso della definizione. Infatti può accadere che la successione delle ridotte 
non sia calcolabile esplicitamente. È utile allora avere dei criteri che garantiscano 
la convergenza o la divergenza della serie. Nel caso in cui si abbia convergenza, 
l'eventuale problema di calcolare il valore numerico della serie potrà essere affron- 
tato facendo ricorso a tecniche più sofisticate, che esulano dallo scopo di questo 
testo. 


5.5.1 Serie a termini positivi 


[e.©) 
Si tratta di serie ;> ax per cui si ha ax > 0 per ogni £ € N. Vale allora il seguente 


k=0 
risultato. 


(e.°) 


Proposizione 5.28 Sia ) ax una serie a termini positivi. Allora la serie 0 


k=0 
converge 0 diverge positivamente. 


Dimostrazione. La successione s,, è monotona crescente, infatti 
Sn+1 = Sn t An 2 Sn n20 
E sufficiente allora applicare il Teorema 3.9 per concludere che 
lim sy esiste, finito o uguale a +00. ] 
Ti + DC 


Enunciamo ora alcuni criteri per lo studio della convergenza di serie a termini 
positivi, per la cui dimostrazione rimandiamo a » Serie numeriche . 


(e.°) 


[o.©] 
Teorema 5.29 (Criterio del confronto) Siano BIT e ID due serie 
k=0 k=0 
numeriche a termini positivi e si abbia 0 < ax < bg, per ogni k > 0. 


(e.°] (e.°] 


i) Se la serie ) bx converge, allora converge anche la serie ) ax e vale 


k=0 


le.) 
ii) se la serie di ax diverge, allora diverge anche la serie di bk. 
k=0 k=0 
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Esempi 5.30 


(oe) 
. a . 1 Se 
i) Si consideri la serie > 72 Poiché 


k=1 
- < - Vk>2 
k2° (k-1)k i 
(o.0) 
e la serie di Mengoli > —— converge (Esempio 5.24 i)), possiamo conclu- 
i (kK—1)k 
dere che anche la serie data converge e la sua somma è < 2. Si può dimostrare 
2 
T 


che la sua somma vale rai 


(0.0) 
1 
ii) Si consideri la serie > E detta serie armonica. Nel Capitolo 6 (Esercizio 
k=1 
12), verificheremo la disuguaglianza log(1+) < x valida per ogni x > -1, da 
cui segue che 


1 1 
log(1++)<=, Vk>1; 
og(1+ r) SF > 
= 1 
quindi, poiché la serie Y log (1 + î) diverge (Esempio 5.24 ii)), possiamo 
k=1 
concludere che anche la serie armonica diverge. 


ill) Per un’estensione dei casi precedenti si veda l’Esempio 10.14 i). O 


Enunciamo ora un utile criterio che generalizza quello del confronto. 


(e.°) 
Teorema 5.31 (Criterio del confronto asintotico) Date due serie Dì ak 


k=0 
00 


e ) bx a termini positivi, se le successioni {ax}x>0 € {bk}k>0 sono equigrandi 
k=0 
per k + ce, allora il comportamento delle due serie coincide. 


Esempi 5.32 


i) Si consideri la serie di, Qk = ) DR +5 Sia bg = Di allora 
k=0 k=0 
Ak si 1 


im —=-. 
k-c0 dk 2 

Dunque la serie data ha lo stesso comportamento della serie armonica e pertanto 

diverge. 
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= 2 1 i 1 
ii) Si consideri la serie Ya = Y sin Poiché sin — o) per £ — cc, la 


k2° k2 
k=1 k=1 
00 
serie data si comporta come la serie ) 73 e dunque converge. O 
k=1 


Enunciamo infine due criteri, di natura algebrica e sovente di facile applicazio- 
ne, che forniscono condizioni sufficienti per la convergenza o la divergenza di una 
serie. 


[e.°] 
Teorema 5.33 (Criterio del rapporto) Sia data la serie )D ak con ak > 


k=0 
0, Vk > 0. Sì supponga che esista, finito o infinito, il limite 


ò Ak+1 
lim = =. 
k-oo (Ak 


Allora se £ < 1, la serie converge; se £ > 1, la serie diverge. 


[e.0) 


Teorema 5.34 (Criterio della radice) Sia data la serie > ax con ag > 0, 
k=0 
Vk > 0. Si supponga che esista, finito o infinito, il limite 


lim War =. 
k_-o0 


Allora se f < 1, la serie converge; se l > 1, la serie diverge. 


Esempi 5.35 


A 2 k k k+1 

1) Si consideri la serie ) 3 Allora ag = 3E e ak41 = PIE dunque 
k=0 
ia RI epici PRIA 
k+o0 Ak k-o00 3 k 3 


Pertanto, applicando il Criterio del rapporto 5.33, la serie data converge. 


00 
ii) Si consideri la serie }> sE Allora 
k=1 
lim Yag = lim t=iei 
k+-o0 k+oo k 
Pertanto, applicando il Criterio della radice 5.34, la serie data converge. O 
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Si noti che, sia per il Criterio del rapporto sia per il Criterio della radice, non si 
[e.©) (o. ©) 
î . ; ; . 1 
può concludere nulla nel caso in cui € = 1. Ad esempio, le serie ) 1 7a sono 
k=1 k=1 
rispettivamente divergente e convergente, ma entrambe soddisfano la condizione 


in ciascuno dei due criteri con £ = 1. 


5.5.2 Serie a termini di segno alterno 


Si tratta di serie della forma 


Vale il seguente criterio dovuto a Leibniz. 


Teorema 5.36 (Criterio di Leibniz) Data una serie a termini di segno 
[e.°) 


alterno Y (1h, se valgono le due condizioni 
k=0 


i) lim bh =0; 
k_-o0 
ti) la successione {bx}x}>0 è monotona decrescente, 


allora la serie è convergente. Detta s la sua somma, per ogni n > 0 sì ha 


[ra] == |s SEI Sn| < bn+1 e S2n+1 SS San. 


Esempio 5.37 
= 1 
Consideriamo la serie armonica a segni alterni > (1A x Poiché lim bk = 
k—00 
k=1 


._ 1 : 1 n 
dim — =0e la successione x è monotona strettamente decrescente, la 
+00 

k>1 


serie converge. C 


Per studiare le serie a termini di segno arbitrario, è utile introdurre il concetto 
di convergenza assoluta. 


ie.©) 
Definizione 5.38 Si dice che la serie ) ax converge assolutamente se 


k=0 
00 


converge la serie a termini positivi ) |ax|- 
k=0 
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Esempio 5.39 
DO 1 (o e) 
La serie (14 —; converge assolutamente in quanto converge la serie ) 75 
k=0 k=0 
Il seguente criterio assicura che la convergenza assoluta implica la convergenza 
della serie. 


(e.) 


Teorema 5.40 (Criterio di convergenza assoluta) Se la serie ) ak 
k=0 
converge assolutamente, allora essa converge e si ha 


00 


le. ©) 
Yo a <Y lag]. 


k=0 k=0 


Osservazione 5.41 Esistono serie che convergono ma non assolutamente. Ad 
(ce) 


: ì . ; i 1 : 
esempio, la serie armonica a segni alterni ) falla converge, mentre la serie 
k=1 

1 
armonica ) x diverge. Dunque la serie armonica a segni alterni non converge 

k=1 
assolutamente. Diremo in tal caso che la serie converge semplicemente oppure 
condizionatamente. LU 


Il criterio precedente permette di studiare serie a segno variabile considerando- 
ne la convergenza assoluta. Essendo la serie dei valori assoluti a termini positivi, 
si possono applicare a tale serie i criteri visti nel Paragrafo 5.5.1. 


5.6 Esercizi 


1. Confrontare gli infinitesimi: 


_ 1 
a)\x-1, (== va — 1)? perx — 1 
x 


ae, ag per x > +00 


920 i 


= 


2. Confrontare gli infiniti: 


a) at, vall— 222, 


|Y | ios+o) per x — +00 


b) ; rloga, x23”, 3“ logx per x + +00 


156 
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Verificare che f(x) = Va +3- V3 e g(x) = Vr +5 — v5 sono infinitesimi 
dello stesso ordine per x + 0 e determinare £ € R tale che f(x) — lg(x) per 
a_- 0. 


. Verificare che f(x) = Va8 — 2x2 + 1 e g(x) = 2x + 1 sono infiniti dello stesso 


ordine per x —> —c0 e determinare £ € R tale che f(x) » 0g(x) per x + -—00. 


. Determinare l’ordine di infinitesimo e la parte principale rispetto a g(x) = 1 


per x + +oc delle funzioni: 


js) = Et? b) f= fi! 


(o | 


0)|/@) = sin (va? +1 - x) ‘\d) f(x) = log (0+sn3) — 2log3 


. Determinare l’ordine di infinito e la parte principale rispetto a (x) = x per 


X ++ +00 delle funzioni: 


la) | f(a)=x- vieta be 


. Determinare l’ordine di infinitesimo e la parte principale rispetto a (x) = x 


per x — 0 delle funzioni: 
(a) f()= (V1+3x- 1) sin2x? b) f(x) = Ycosa - 1 


3 tesi Ho 
o fa EI {= - 


14208 
f) | fa) = e°°8® _ e x3+1 


LI 


e) f(x) =logcosa 


. Determinare l’ordine di infinitesimo e la parte principale rispetto a (x) = 


Xx — xo per X — xo delle funzioni: 


1a)|f(2) =loga—log8, xo =3 b) f(a)=vx-v2, xo = 2 


2 


[)] fa) = e — e, zo= 1 d) f(x)=sinx, xo = 
0)|f(2)=1+coss, xo =T Îf) f(x) = sin(mcosx), czo=0 


. Calcolare i seguenti limiti: 


a) | lim b) lim 
Lo la-0 22 cos T a_-+2 r-2 


. log(B—- vr +1) .  evrt2 — ev3 
im 6 SD 


r-3 3-r cl (x pa 1)? 
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10. Determinare dominio e asintoti delle seguenti funzioni: 


11. 


12. 


13. 


1 
[a)|f(2) Le Laucd Li b) f(@)=x+2arctana 
| cla Lo 1/x2-1| 
. = d fa} ta 
©] {@) E ) J@)}=ze 
1\? a 
e) f(x) = (1 + 1) f)\f(a)=log(r +e”) 
Studiare il comportamento delle seguenti successioni: 
n +1 
a) ag =n— Vn b) an=(-1)” 
) vr ) n= (I 
mq 3 — 4" (2n)! 
O]on= 7a d an= 


(2n)! 6 
9] BET a? ea (:) ni 


Mica niog iP (b)] 2" sin(2-"7) 
(8) | an = n? +n+2 bi ai i 
I n+la 1 

j = —_ = n! e — 

i)| Gn = COS x 3 O) an=n! (cos Va i) 


Calcolare i seguenti limiti: 


i li 1 2 
ar Rie dar 


._  Cosn . x 
c) Jim n d) Jim n (1 +(-1)") 
Ha (n+3)1— nl 
ù | li n 3 3 2 
a Cra MAr 5) Jia cda ne(n+ I (n+1) 


= 3 eu 2% 
a) _— \b) ——- 
2 ri pg 
3 AI 
e) ZA d) Dn 
k=0 k=1 
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14. Studiare la convergenza delle seguenti serie a termini di segno alterno: 


a) )_(-1)£log (3 +) b) D(-1)5 iosa 
k=1 


2k3 — 5 
k=0 
a (e.©) [ei 2 
la]Y sin (ka + î) Dn ((1 & 3) i i) 
— kal —— k=l 


15. Studiare la convergenza delle seguenti serie: 


k=1 k=1 
OVas()) d Lt (8-1) 


16. Verificare la convergenza delle seguenti serie e calcolarne la somma: 


o r a k 
a) YI DES 


k=1 k=0 
‘) Di 2k+1 di 
pa CO meri CE+D( ET 


5.6.1 Soluzioni 


l. Confronto di infinitesimi: 


a) Poiché 


i Srirveeigl UP er uliniei Sei Aa 


(€ - 1)? . x-1 
= lim = lim —___- =z ; 
x>l x-1 31 (e - 1)(VE +1)? e51(Ve +1)? 


si ha, per 2 — 1, 


a-1no(jfi-1) (Ve-1)° = a(a-1). 


Dunque possiamo ordinare, dall'ordine minore al maggiore, i tre infinitesimi: 


3 


1 
--1, 2-1, (ve-1). 


xT 
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Si può arrivare allo stesso risultato osservando che, per x — 1, 


fr-1= tant 
x x 


deciegia Dada) 
e dunque (Va — 1)? » He -1)?. 


b) In ordine crescente si ha: © dere e 9 
x 


e che 


2. Confronto di infiniti: 
al Si ha 
i Re. 24 i gia 
lim ===> = lim = lim == =>ì 
X-+00 4 /gll = 272 L++00 11/3 Y1 = 2a 79 r-++00 1 = 279 
Dunque Val! — 2x2 = 0(74) per x + +00 e Vr! — 2x2 è un infinito di ordine 


inferiore a 24. 


+00. 


A 


Si ha immediatamente —° = o(x4). Inoltre, 
log(1+) 
._ Val! - 2x2 log(1+ x) .__ log(1+2)V1- 2x79 
lim ———_—___ >— = lim ——+-+-_—_———y 
Lt-++00 ad Lr->+00 1/3 
. log(1+ 4%) 
PIREO 
4 
ossia Va!! — 2x2 = 0 sa . In conclusione, l’ordinamento crescente 
log(1+) 
degli infiniti è: 
3/11 2 2° 4 
- 2 — dic 
i ui: log(1+ 2)’ 


2 
x 

b} In ordine di infinito crescente si ha: x log 2, Dai 3° logw, ag”, 
ogx 


3. Poiché 


Vati-v8 _,; (x +3-3)(ve+5+v5) i vVe+5+v5_ /5 


lim ————-= = lim im = 
20 Ve +b=V5 s00(04+5=b)(Vet3+v3) so0 veti V3 


possiamo dire che f(x) VETO perx 0. 


|, Risulta f(x) © 3 g(x) per £ + —00. 
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5. Ordine di infinitesimo e parte principale: 


a) Si ha 
dr? 5 9 a 9/5 
lim J(2) = lim pie lim ga lim 2a°7?. 
r- +00 1/x° T-+00 ad r->+00 xi L-+ +00 


Tale limite è finito e uguale a 2 se a = 2. Pertanto l’ordine di infinitesimo di 
f(x) è 2 e la sua parte principale è p(r) = £. 
In alternativa, si può osservare che, per x + +00, %7 = o(2?), dunque 2x2? + 
Yx > 2x2 e quindi f(x) > &- = 3. 

3 


L’ordine di infinitesimo è 1 e la parte principale p(x) = —#. 


b) 2a 


c) Osserviamo innanzitutto che 
lim (Ve-1-2)= li isa 
im x°-1-x)= lim — 
T-+00 rotto Va2 142 
e dunque la funzione f(x) è un infinitesimo per 7 + +00. Inoltre si ha 


._ sin(va?-1- 2) 
lim ———— l]= 


L->+00 x2 iL 1 sa y>0 Y 


lim 2° sin ( a-1-2)= lim 2 x -1-2) 


E-++00 L-++00 x2-1-x 
= lim 2° (v a2-1- x) 
r++00 


In alternativa, si può utilizzare la seguente osservazione: sing(x) — g(r) per 
x — xo se la funzione g(x) è infinitesima per x + xo. Allora, per 2 — +00, si 


ha 
sin(va?-1- 2) vVa-1- 2 


e dunque, per la Proposizione 5.5, direttamente 


lim 2°sin(va?-1-2)= lim 2° (Va-1-2). 


X-++00 L++00 


Considerando quest’ultimo limite, si ha 
a gQ71 


lim x® (v aa2-1- 2) = im "+ Îim = 
T-++00 T-+00 Va? -1+% Lr-+00 1+45+1 2 
c 


se a = 1. Concludiamo che l’ordine di infinitesimo è 1 e la parte principale è 


p(x) =. 
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d) Risulta 


2 1 2 1 2 
log{9+sin- | — 2log3 = log9[1+-sin-]-log9=log{1+-sin- |. 
x 9 x 9 x 


Poiché, per x > +00, 1 sin È no È (si veda l’osservazione fatta nell'esercizio 


precedente) e log(1+y) — y pery + 0 si ha 


2x°% 2 


% 
lim x°f(a)= lim ax°-sin-= lim 
T-++00 /(£) r++00 9 X r+00 9x 9 


se a = 1. Dunque l’ordine di infinitesimo di f è 1 e la sua parte principale è 
) 9x° 


px) = È 
6. Ordine di infinito e parte principale: 
a) Si ha 
2(1 1 
f(a) 3 ($-v&+1) 


lim 7 = lim —————_—_ =; lim a279 =-l1 
T-++00 qx® r++00 qe T++00 


se a = 2. Pertanto l’ordine di infinito di f è 2 e la sua parte principale è 
p(©) = —2?. 


b) L'ordine di infinito di f è 1 e la sua parte principale è p(x) = 2. 
T. Ordine di infinitesimo e parte principale: 

a) Siha v1+3x-1- 3x per 2 — 0; infatti 
VIFBO=1 _;.2 1+35-1 


x 2-0 3x(V1+35+1) 


Inoltre sin 222 — 2x2 per x + 0 e quindi 


lim 


L-0 


9 
ineti 
2-50 VI +35+1 


NIw 


3 
f(a) © Fid 2x? ossia f(x) 3x3, x +0. 


Pertanto l’ordine di infinitesimo di f è 3 e la sua parte principale è p(x) = 3x3. 
») L’ordine di infinitesimo di f è 2 e la sua parte principale è p(x) = — 3x2. 
e) L’ordine di infinitesimo di f è 3 e la sua parte principale è p(x) = -i2. 
d) Usando la relazione e® = 1+x + 0(x) per x — 0, si ha 
O e e i (— se) =1 
c->0 x s-0 e°(1+ 2) c-0 xo x->0 xe 


. Dunque l’ordine di infinitesimo di f è 1 e la sua parte principale è 
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e) L'ordine di infinitesimo di f è 2 e la sua parte principale è p(x) = ir. 


f) Ricordando che 
cose =1- 32° + o(2°) rt 0, 
VRFI=(1+29)/2=14 32° + 0(29) cx_-0, 
et=1+t+o(t) t-0, 


si ha 
f(x) = el-32°+0(2°) _ elt32°+0(2%) De e(e 32409) i 844605) 


= eli 12 ox?) -1 32° + 0(28)) 


2 
1 
= e( — 3x2 + o(2°)) =-2r°+o(x°), £-0 
Pertanto f ha ordine di infinitesimo 2 e parte principale p(x) = — $e2. 


8. Ordine di infinitesimo e parte principale: 
a) Poniamo t = x — 3 e osserviamo che t + 0 per x + 3. Allora 
log x — log 3 = log(3 + t) — log3 = log3(1 + 5) — log3 = log (1 + 5) ; 
Poiché log (14 £) > È pert +0, risulta 
f(x)=logx — log3 —& 3@-3), r_-3. 
Dunque f ha ordine di infinitesimo 1 e parte principale p(x) = (e — 3). 


L’ordine di infinitesimo di f è 1 e la parte principale è p(x) = L(x — 2). 


c) Ricordando che e! — 1 » t per t + 0, si ha 
f(a) = e(e 1-1) vele? - 1) 
= e(x +1)(x - 1) 2e(r-1) per x-1. 
Dunque f ha ordine di infinitesimo 1 e parte principale p(x) = 2e(x — 1). 
d) L’ordine di infinitesimo di f è 1 e la parte principale è p(x) = —(x — 7). 
e) Poniamo t = x — rr. Allora 
1+cosr =1+cos(t-+7)=1- cost. 


Poiché t + 0 per x — x, risulta 1 — cost ©» 3t e dunque 


LAT. 


, 


f(a)=1+cosx 5 — 7)? 


Pertanto f ha ordine di infinitesimo 2 e parte principale p(x) = 


f} L'ordine di infinitesimo di f è 2 e la parte principale è p(x) = — 
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9. Limiti: 


a) Ricordando che, per x — 0, 


3 1 
V1+3x? =1+51°+0(2°) e cose =1- 50° + o(1°), 
si ha 
._ VI+3x2— cose. 1+3x2-1+3e2+0(2°) 
lim = lim 
x-0 2 cosa e_-0 x? 
2 2 2 
i I a 
x_-0 L 
b) 0. 
c) Posto y=3<- x, risulta 
log(3 — Vv 1 3- /4- 
L= lim Sg(S nt = lim log( D 
xa_-+37 3—-7T y0t y 
1 _ = 
= lim log VE TV/A) 2v4.=-4/9) 3 
y0t YyY 


Poiché /1—-y/4=1-3y+0(y),y-0, si ha 


log(3 — 2+ £ 
L= lim BG=2+ E +00) _ 


d) Il limite non esiste, ma il limite destro vale +00 e quello sinistro — 00. 
10. Dominio e asintoti: 
a) La funzione è definita per 2? — 1 > 0, ossia per x < —1 e per x > 1; pertanto 


dom f = (-00, -1) U(1, +00). Si osservi che la funzione è pari, pertanto il suo 
comportamento per x < 0 si può dedurre da quello per x > 0. Si ha 


2 1 2 
x°(14+ | x 

lim f(a)= lim (+3) = lim — = +00 
TLA+£00 L-+ 100 1 TA+T00 le] 

le] — 27 
l ce + lim f(x) = =+ 
Palo Dia 
Quindi la retta x = —1 è asintoto verticale sinistro e la retta x = 1 è asintoto 


verticale destro; non vi sono asintoti orizzontali. Cerchiamo l’eventuale asintoto 
obliquo per x + +00: 
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2 1 

(1+< 
lim S{ 8 im ( 2) 
L-++00 XL T-++00 2 1 se z 


(x2 +1)? 24422 


= lim 
+00 Ve? — 1(ae2 +1+xve2— 1) 
3; aa 1 3 2 
= lim ai = lim 3 =0 
r-+00 x3 1 — (1 di ps 1 ) L--++00 ZX 


dunque la retta y = x è asintoto obliquo destro. 
Per x — -00, si può procedere in maniera analoga, ottenendo che la retta 
y= — è asintoto obliquo sinistro. 

b) dom f = R;y= + x asintoto obliquo destro, y = x — x asintoto obliquo 
sinistro. 


c) La funzione è definita per x #4 -3, dunque dom f = R \ {-3}. Inoltre 


2_( Der Ty PRO 
set L=) _ lim 2a° - x 2_ 


] (a)= 1 - = 
slim f(2) a 2x +3 r--0  2x+3 po 
2 
; i . °° -(r+1(e-2) . x+2 1 
l = ____—_—_+= I = 
eni Sa) a 2xr+3 ssaa 2x +3 2 
2 
x°- (x +1)(2- 2) 4 
lim x)= lim ——————————_—_—<—<t=+=t009; 
Rei ) 3-33 2x +3 ((RS 9 
quindi la retta y = z è asintoto orizzontale destro e la retta x = -i è un 
asintoto verticale. Cerchiamo l’eventuale asintoto obliquo sinistro: 
I f(a) 1 2x° — x -2 
se =": 1 = 
ra IT tc x(2x +3) 
—dx — 2 
li )-x)= li ——— = -2; 
pertanto la retta y = x — 2 è asintoto obliquo sinistro. 
d) domf=R\{t1}; x = #1 asintoti verticali; la retta y = x è asintoto obliquo 


completo. 


dom f = (-00,-1) U (0, +00); asintoto orizzontale y = e, asintoto verticale 
sinistro x = +1. 


f} La funzione f è definita per x + e? > 0. Per risolvere tale disequazione, osser- 
viamo che g(x) = x + e* è una funzione strettamente crescente su R (somma 
di due funzioni aventi tale proprietà) con g(-1) = -1+1<0eg(0)=1>0. 
Applicando il Teorema di esistenza degli zeri 4.23, si deduce l’esistenza di un 
unico punto xo € (—1,0) tale che g(x0) = 0. Dunque g(x) > 0 per x > xo e 
dom f = (x0, +00). Inoltre 


d) 
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lim f(x) =log lim (x +e”) = —c0 e lim f(a) = +00; 


tri TOTI T+00 


quindi x = xq è un asintoto verticale destro e non vi sono asintoti orizzontali 
per x — +00. Cerchiamo l’eventuale asintoto obliquo destro: 


Lima f(a) o dia loge?(1+ ze?) Li x +log(1+ ze”) 

L-++00 LC r++00 XL t-++00 DL 
log(1 sù 
ci i 
L2+4+00 LX 

lim (f(@)- x)= lim log(1+zxe7")=0 

xr-++00 L-+00 
in quanto lim xe ®© = 0 (si ricordi la (5.6) a)). Pertanto la retta y = x è 
Ud (o. ©) 


asintoto obliquo destro. 


. Comportamento di successioni: 


Diverge a +00. »b) Indeterminata. 


Ricordando il comportamento della successione geometrica (Esempio 5.18 i)) 


si ha (®) ) 
4" ((3)" 1 
pin lito degna) 1) 
quindi la successione converge a — 1. 
Diverge a +00. 
Scriviamo 
2n(2n—1).---(n+2)(n+1) _2n 2n-1 n+2 n+1 
n(n-1)---2.1 n n-l 2 1 


An = > n + 1 4 

poiché lim (n+1) = +00, per il secondo Teorema del confronto (caso infinito), 
N00 

si deduce che la successione diverge a +00. 


Converge a 1. 


| Poiché 


_ 1 
= exp (ve+ 2loe——_———_- cn clan li 


n+n+2 
studiamo la successione 


— 1 2 
= Vn? + lip SI be = ViPtilog(1- ti) i 


n+n+2 n2+n+2 


Osserviamo che 
. 2n +1 
lim ———__ = 
noce n2 +n+2 


e quindi 
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h) 
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l 1 2n+1 2n+1 
lo) O, ; n > 00. 
si n +n+2 n+n+2 
Allora 
; ._ Vn?+2(2n+ 1) . 2n? 
lim b,=— lim =-— lim =-2; 
n- 00 n 00 n? +n42 n2o0 n? 


dunque la successione {an} converge a e 


—2 


Posto x = 27"7, osserviamo che x —+ 07 


" per n — c0. Dunque 


; : sine 
lim a, = lim =7T 
n xe->0+ o 
e la successione {a,,} converge a 7. 
) Osserviamo che 
n+17 (E + T ) T 
cos — = COS = — sin 
n 2 2n 2n 
quindi, posto 7 = 3, si ha 
. , . TT .  Tsina T 
lim a,=- lim nsin—=- lim — =-1 
neo n.00 2n c_-0+ x 2 
e la successione {an} converge a —5. 
\ 1 
i Converge a —5. 
. Limiti: 
0. 
Poiché 1 — 0 per n + co, si ha 
1 1 1 2 1 1 
fi+i=1++o(1) è: 4 ili +o( ) 
n 2n n n n n 
e quindi 
1 2 3 1 3 
lim n fi fi? = limn +0 =. 
N+- 00 n n NnNA+00 2n n 2 
d) Non esiste. 
:} Scriviamo 


1 
V3n3 +2 = exp È log(3n3 + 2)) 


e osserviamo che 


og (3n8 (1+ 387)) 


log 3 è 3logn xi log (1+ 35z) 


1 l 
— log(3n? + 2) = 
n 


n n n 
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Inoltre 
log (1+ 5) n 00; 
3n3 3n3 
dunque 
Jim n log(3n* +2) = 0 


e quindi il limite cercato vale ef = 1. 


} Scriviamo 


(n+3)! n! nI((n+3)(n+2)(n+1)-1)_ (n+3)(n+2)(n+1)1 


n2(n +1 n2(n+1)n! n?(n+1) 


e quindi 


I nl 2 _ 
Lim (n+3)!— nl ai (n+3)(n+2)(n+1)-1 n 


1. 
n4+00 n?(n + 1)! n_+00 n%(n + 1) 


Poiché 


si ha 


. Studio della convergenza di serie a termini positivi: 


Converge. 


Osserviamo che il termine generale ag tende a +00 per & —> co. Pertanto 
per la Proprietà 5.25 la serie diverge positivamente. In alternativa, è possibile 
utilizzare il Criterio della radice 5.34. 


Applichiamo il Criterio del rapporto 5.33: 


Ak+1 i gk+1 k! 
im ; 
ki-o0 dk k—-00 (k + 1)! 3 


scrivendo (k + 1)! = (k + 1)&! e semplificando, si ottiene 


im e dim ed 
k-+00 dk k-co k+1 


Ne segue che la serie converge. 
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d) Applichiamo nuovamente il Criterio del rapporto 5.33: 


k 
._ Qk+1 ; (+1)! kE : k 1 
= ] . ] sl 
AA ax 3a (kK+1)F+1 kl ia Vi Più 


Dunque la serie converge. 


e) Osserviamo che 


ook "7% per k + c0. 


Pertanto, applicando il Criterio del confronto asintotico 5.31 e ricordando che 
la serie armonica diverge, possiamo concludere che la serie data diverge. 


f) Converge. 

14. Studio della convergenza di serie a termini di segno alterno: 
a) Converge semplicemente; ))} non converge. 

c) Poiché 


sin (Fa + 2) = cos(kr) sinz = (-1)* sin 


la serie assegnata è a termini di segno alterno con by = sin }. Risulta 


lim bg =0 e Dk+1 < bk. 
k400 


Pertanto, per il Criterio di Leibniz 5.36, la serie converge. Osserviamo che la 
serie non converge assolutamente in quanto sini O ì per € + 00, dunque la 


serie dei valori assoluti si comporta come la serie armonica che diverge. 
d} La serie converge assolutamente in quanto, usando una delle equivalenze di 


pag. 131, si ha 
i v2 
(1) ((i + 3) _ i) 


e quindi, ricordando l’Esempio 5.30 i), possiamo applicare il Criterio del 
confronto asintotico 5.31 alla serie dei valori assoluti. 


Red k_ 00, 


15. Studio della convergenza di serie: 
a) Converge. 
b)} Osserviamo che 
sin k 1 î 
7 £ 7: per ogni k > 0; 
DO 
la serie CS 72 converge e dunque, applicando il Criterio del confronto 5.29, 
k=1 


anche la serie dei valori assoluti converge. Pertanto la serie data converge 
assolutamente. 


(63) 
d) 


16. 


a) 


b) 


d) 
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Diverge. 

Si tratta di una serie a termini di segno alterno con bg = #2 - 1. Esclu- 
dendo il primo termine bo = 0, la successione {bx}x>3 è decrescente, essendo 
2 > **V2 per ogni £ > 1. Dunque possiamo applicare il Criterio di Leibniz 
5.36 e concludere che la serie converge. Si osservi che la serie non converge 
assolutamente, in quanto 


Va -1=e% 1, 265, Kopss 


e quindi la serie dei valori assoluti si comporta come la serie armonica che 
diverge. 


Verifica della convergenza di serie e calcolo della loro somma: 
1 


3% 
A meno di un fattore, si tratta di una serie geometrica; ricordando l’Esempio 
5.27, si ha 


> ei i 3 
La 1L(8) “331 
k=1 i — 16 


k=1 


(si noti che il primo indice della sommatoria è 1). 
Si tratta di una serie telescopica in quanto possiamo scrivere 


2k+1 _1 1 
k2(k+1)2 k2 (k+1)2° 
dunque 
1 
n 1 ’ 
: + 


da cui s= lim sy =1. 
n.-+00 
1 


2° 
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Calcolo differenziale 


Costituiscono oggetto del Calcolo differenziale la definizione rigorosa del concetto 
di derivata, lo studio della derivabilità di una funzione ed il calcolo esplicito delle 
sue derivate successive, l’uso delle derivate nell’analisi del comportamento locale e 
globale di una funzione. 


6.1 La derivata 


Iniziamo introducendo il concetto di derivata di una funzione. 

Sia f : dom f CR + R una funzione reale di variabile reale; sia 70 € dom f 
e supponiamo che f sia definita in tutto un intorno /r(x0) di xo. Fissato x € 
I,(x0), x # xo, indichiamo con 


Ax=x- 0 


l’incremento (positivo o negativo) della variabile indipendente tra xo e x, 
e con 


Af= f(x) — f(c0) 


il corrispondente incremento della variabile dipendente. Notiamo che, dalle 
definizioni, segue immediatamente che x = xo + Ax e f(a) = f(x0) + Af. 


Il quoziente 


i f(x) — f(xo) f(c0 + Ax) — f(x0) 


L_- To Ax 


dicesi rapporto incrementale della funzione f tra ro e x. 


Osserviamo che, mentre Af rappresenta l'incremento assoluto della variabile 
dipendente f nel passaggio da xo a xo + Ax, il rapporto incrementale ne rappre- 
senta il tasso di incremento (mentre la quantità Af/f ne rappresenta l'incremento 
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relativo). Sc moltiplichiamo per 100 il rapporto incrementale, otteniamo il cosid- 
detto tasso di incremento percentuale. Ad esempio, se a fronte di un incremento 
Ax = 0.2 della variabile indipendente x si registra un incremento Af = 0.06 della 
variabile dipendente f, il rapporto incrementale ai vale 0.3 = Ton e il tasso di 
incremento percentuale è del 30%. 


Dal punto di vista geometrico, il rapporto incrementale tra ro e un punto 
x; nell’intorno di xy è il coefficiente angolare della retta s che passa per i punti 
Po = (0, f(c0)) e Pi = (21, f(1)) appartenenti al grafico della funzione; essa è 
detta retta secante il grafico di f in P) e P; (si veda la Figura 6.1). Infatti, posto 
Ax = x1- xo e Af = f(21) — f(x0), l'equazione della retta secante è 


y= s(2) = fc) + Ge 20), x € R. (6.1) 


Dal punto di vista fisico, una classica interpretazione del rapporto incrementale 

è la seguente. Sia M una particella materiale che si muove lungo una linea retta al 

variare del tempo; indichiamo con s = s(t) l’ascissa del punto sulla retta occupato 

da M al tempo 1, rispetto ad una posizione di riferimento O. Nell’intervallo di 

tempo tra gli istanti to e tr = to + At, la BAreeela subisce uno spostamento 
Ss 


As = s(t1) — s(to). Il rapporto incrementale Sì rappresenta allora la velocità 


media della particella nell’intervallo temporale considerato. 


Studiamo ora il comportamento del rapporto incrementale al tendere a 0 
dell’incremento Ax. 


f(xro+Ax) + ° 


Po 
f(co) } . 


To ro + Ar 


Figura 6.1. Retta secante e retta tangente al grafico della funzione f in Po 
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Definizione 6.1 Sia f una funzione definita in un intorno di xo € R. Essa 


dicesi derivabile in xo se esiste finito il limite del rapporto incrementale Au 
IT 


tra xo e x, per x tendente a xo. Il numero reale 


f'(xo) = lim {@) — f(20) it R0) im dot 4) a) sco sat i) 


coro XL-T Ax 
0 


dicesi derivata (prima) di f in xo. 


Altri simboli spesso usati per indicare la derivata in xo sono 
df 
(x Df(xo). 

Li 0), F( 0) 

La prima notazione viene associata al nome di Newton, la seconda a quella di 
Leibniz. 

Dal punto di vista geometrico, f'(x0) è il coefficiente angolare di una retta t, 
detta retta tangente al grafico di f in Po = (70, f(20)): essa si ottiene come 
posizione limite delle rette s secanti il grafico di f in Ph) e in punti P= (di * (£)) 
via via più vicini a Ph. Ricordando la (6.1) e la definizione di derivata, abbiamo 
infatti 


y' (o); 


y=t(x)= f(x0o)+f'(co)(e — co), reR. 


A 
Dal punto di vista fisico, la derivata v(t0) = s'(to) = Jim, Fi rappresenta la 
velocità istantanea della particella M all’istante to. 
Poniamo poi 
dom f'= {x € dom f : f è derivabile in x} 


e definiamo la funzione f' : dom f' CR + R, f':x + f(x); essa associa ad 
ogni x € dom f' il valore della derivata di f in x. Tale funzione dicesi funzione 
derivata (prima) di f. 


Definizione 6.2 Sia I un insieme contenuto in dom f. La funzione f dicesi 


derivabile su / (o in /), se f è derivabile in ogni punto di I. 


Stabiliamo innanzitutto una semplice ma significativa proprietà delle funzioni 
derivabili. 


Proposizione 6.3 Se f è una funzione derivabile in un punto xo, allora essa 


è continua in xo. 
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Dimostrazione. La continuità di f in 70 può essere espressa come 


lina .f(2))= f(0), ossia lim (f(x) — f(xo)) =0. 
Ora, se f è derivabile in xo, abbiamo 
._ Î(x)- f(xo) 
lim (f(«)— f(x0)) = lim 22 (x — xo) 
i spuma da LT xr_- Io 
f(a) a f(xo) 


= ln 
ur 


f'(xo)-0=0. 4 


L= lim (x — ro) 


I L To T T 


Non tutte le funzioni continue in un punto sono ivi derivabili. Consideriamo, 
ad esempio, la funzione f(x) = |a]. Essa è continua nell’origine; tuttavia, il suo 
rapporto incrementale tra l’origine e un punto x #4 0 vale 


Af _{@)-{0 _ el -{t1 sex>0, 


Ax x-0 x -1 sex <0, 


(6.2) 


e quindi non ammette limite per x — 0. In altri termini, f non è derivabile nell’o- 
rigine. Questo esempio mostra dunque che l’implicazione contenuta nella Propo- 
sizione 6.3 non può essere rovesciata: la proprietà di derivabilità è più forte della 
proprietà di continuità. Approfondiremo questo argomento nel Paragrafo 6.3. 


6.2 Derivate di funzioni elementari. Regole di derivazione 
Studiamo dapprima la derivabilità di alcune funzioni elementari, usando diretta- 
mente la Definizione 6.1. 


i) Consideriamo innanzitutto la funzione affine f(x) = ax + bd, e sia ro € R 
arbitrario. Abbiamo 


(a(co + Ax) +6) — (azo + bd) . 
= lim a=a, 
Ax—0 Ax Ax-0 


coerentemente con il fatto che il grafico di f è una retta di coefficiente angolare a. 
Dunque, la derivata della funzione f(x) = ax + d è la funzione costante f"(x) = a. 

Notiamo in particolare che, se f è una funzione costante (a = 0), la sua derivata 
è identicamente nulla. 


ii) Sia ora f(x) = x? e sia xo € R. Si ha 


Ì xo + Ax)? — x? , 
0) = fim, PETS = Jim (20 + 40) = 200 


Dunque, la derivata della funzione f(x) = x? è la funzione f'(x) = 2x. 
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iii) Più in generale, possiamo considerare la funzione f(x) = x” con n € N. 


Ricordando la formula del binomio di Newton (1.13), si ha, per ogni xo € R, 


! DI 
f (vo) n #3 Ax 
xR + nat Ax + > 9 al t(Ag)" ol 
= lim pei 
Ax-0 Ax 
wi (n up di ap *(Ax)* ) = no! 
k=2 


Dunque, la derivata della funzione f(x) = 2” è la funzione f'(x) = na". 


iv} Un'ulteriore generalizzazione si ha considerando la funzione f(x) = x* con 
a € R. Sia xo # 0 un punto del suo dominio. Allora 


; Ax 7 
Aax)® — (0° 28 [(1+ 42) -1] 
f'(xo) = lim (Host => 20 = Jim, "n 
(+82) 1 
= x lim —° 
Arx-0 dx 
to 


Mediante la sostituzione y = dr ci riconduciamo al limite fondamentale (4.13) e 


dunque otteniamo 
-1 
P')=ast”. 


Se a > 1, è facile verificare che f è derivabile anche in xo = 0 e si ha f'(0) = 0. 
Pertanto, concludiamo che la funzione f(x) = x è derivabile in tutti i punti in 
cui è definita l’espressione x“; la sua derivata è la funzione f(x) = ax®7!. 

Ad esempio, la funzione f(x) = vr = x!/2, definita in [0, +00), è derivabile in 


(0, +00) e la sua derivata è f(x) = Wi Invece, la funzione f(x) = Vr? = 25/3, 
x 
definita su R, è ivi anche derivabile e si ha f'(a) = 32/3 = 3Vr?, 
v) Passiamo ora alle funzioni trigonometriche. Sia f(x) = sinx ed zo € R. 
Ricordando la formula di prostaferesi (2.14), abbiamo 
; A 4 
Pio a sin(ro + Ax) — sinzo _ Lim 2 sin 5° cos(ro + 57) 
Ax-0 Ax Ax-0 Ax 
in de 
Li sin5 . Ax 
di ge dee ot). 


Usando il limite fondamentale (4.5) e la continuità della funzione coseno, conclu- 
diamo che 
F'(x0) = cos ro. 
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Pertanto, la derivata della funzione f(x) = sin x è la funzione f'(x) = cose. 
Procedendo in modo analogo, e facendo ora ricorso alla formula di prostaferesi 
(2.15), otteniamo che la derivata della funzione f(x) = cos è la funzione f'(x) = 
— sin 2. 
vi) Da ultimo consideriamo la funzione esponenziale f(x) = a”. Tenendo presente 
il limite fondamentale (4.12), abbiamo 
azotAe — ago ad? 
, n xv È 
xo) = lim = a? lim 
f (f0) Ar-0 Ax 


Hal 

Ax-+0 Ar ce log 5 
Dunque, la derivata della funzione f(x) = a” è la funzione f'(x) = (loga)a®. 

Notiamo che, essendo loge = 1, si ha in particolare che la derivata della funzio- 
ne f(x) = e è la funzione f'(x) = e* = f(x), cioè la funzione derivata f' coincide 
in ogni punto con la funzione f. Questo importante risultato è una delle motiva- 
zioni per la scelta del numero e di Nepero come base privilegiata per la funzione 
esponenziale. 


Vediamo ora come si comporta la derivazione rispetto alle operazioni (algebri- 
che, di composizione, di inversione) che sappiamo eseguire sulle funzioni. Stabi- 
liamo pertanto delle regole di derivazione che ci permetteranno di calcolare age- 
volmente le derivate di funzioni ottenute a partire da funzioni elementari, senza 
dover ogni volta risalire alla definizione di derivata. Per le relative dimostrazioni 
xè Derivate. 


Teorema 6.4 (Algebra delle derivate) Siano f(x) e g(x) due funzioni 
derivabili in un punto xo € R. Allora sono ivi derivabili le funzioni f(x)tg(x), 


f(e)g(x) e, se g(xo) #0, la funzione fe) Inoltre si ha 


g(x) 
(f+9)'(c0) = f(c0) + 9'(10), (6.3) 


( 
(F9)"(c0) = f(co)g(r0) + f(10)9' (0), (6.4) 
)-t@elLiada) 
«0 MESE = 


Corollario 6.5 (Proprietà di linearità della derivata) Siano f(x) e g(a) 
due funzioni derivabili in un punto xo € R. Allora, per ogni a,B € R, la 
funzione a f(x) +Bg(x) è derivabile in xo e si ha 


(af + 89)" (co) = af'(20) + 8g' (to). (6.6) 


Dimostrazione. Usando la (6.4) e ricordando che la derivata di una costan- 
te è uguale a 0, abbiamo innanzitutto (af) (ro) = af'(r0) e 
(89)'(x0) = B9'(xo). Il risultato segue allora dalla (6.3). O 
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Esempi 6.6 
i) Per derivare un polinomio, usiamo ripetutamente il corollario precedente e il 
fatto che Dx" = ne". Ad esempio, se f(x) = 3x5 — 2x4 — x + 3£2 — 5r +2, 
si ha 
F'(a)=3-50'— 2-43 —3r°+3-25e-5=15r%— 8x3 3524 6r-5. 


ii) Per derivare una funzione razionale, usiamo la (6.5), avendo calcolato le de- 
rivate del numeratore e del denominatore come appena visto. Ad esempio, la 
derivata della funzione 
x -3x+1 
f(2) = Tog=i 
è la funzione 
(2a — 3)(2x - 1) (x? - 3r+1)2 _ 2x2 -2r+1 
(2a — 1)? “ 4x®-4g +1 


iii) Consideriamo la funzione f(x) = x*sinz. Usando la (6.4) e il fatto che 
(sinx)' = cose, abbiamo 


F'(a) =3x?sinx + 28 cose. 


iv] Consideriamo infine la funzione 


sin 
f(x)=tanx = i 
cos 
Usando la (6.5) e le derivate del seno e del coseno, otteniamo 
; ; 2 : 2 id 
cos x cosx — sinx (— sin cos? x + sin” x sin“ x 
i I x =1+tan?x. 
cos? x cos? x cos? x 


In alternativa, usando la relazione fondamentale cos? x + sin? ® = 1, otteniamo 
l’espressione equivalente 
1 
'ajez O 


cos? x 


Teorema 6.7 (Derivata di una funzione composta) Sia f(x) una fun- 
zione derivabile in un punto ro € R. Sia poi g(y) una funzione derivabile nel 
punto yo = f(x0). Allora la funzione composta go f(x) = 9(f(x)) è derivabile 
in xo e si ha 


(90 £)'(20) = 9'(Y0)f"(x0) = 9 (f(20)) f (20). (6.7) 


Esempi 6.8 


i) Si voglia derivare la funzione h(x) = V1 — x?. Essa è composta dalle funzioni 
f(x) = 1- x°, la cui derivata è f'(x) = —22, e g(y) = Vv, la cui derivata è 


1 
9 (y) = —. Applicando la (6.7), otteniamo 


2VY 
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1 x 


avi‘ si VI = x? 

ii) Consideriamo ora la funzione h(x) = e°°9 3", Essa è composta dalle funzioni 
f(x) = cos 3x e g(y) = e”. A sua volta, la funzione f(x) è composta dalle funzioni 
(x) = 3x e W(y) = cosy; dunque, grazie alla (6.7), abbiamo f(x) = —3sin3x. 
D'altro canto, sappiamo che g’(y) = e”. Usando ancora la (6.7), concludiamo che 


h'(x) = —3e®°93% sin3e. O 


ha)= 


Teorema 6.9 (Derivata della funzione inversa) Sia f(x) una funzione 
continua e invertibile in un intorno di un punto xo € R; inoltre, sia f deri- 
vabile in xo, con f'(x0) # 0. Allora la funzione inversa f7!(y) è derivabile 


in yo = f(xo) e sì ha 


EURI 1 
(f 0) = 70) FIGO). (6.8) 


Esempi 6.10 


1} Consideriamo la funzione y = f(x) = tan, la cui funzione derivata è f/(x) = 
1+tan? x e la cui funzione inversa è 7 = f71(y) = arctany. Applicando la (6.8), 


otteniamo 

1 1 
1 _ si l 
(f ) (4) “n 1 + tan? x 1 +92 


Se, per semplicità di notazioni, poniamo f7! = 9g e se torniamo ad indicare 
la variabile indipendente con la lettera x, possiamo dire che la derivata della 
1 

1+e2° 

il) Consideriamo ora la funzione y = f(x) = sin x. Sappiamo che nell’intervallo 
[-5, 5], essa è invertibile e precisamente si ha e = f1(y) = arcsiny. D'altro 
canto, la derivata della funzione f è la funzione f'(x) = cos x; usando la relazione 
fondamentale cos? x + sin? x = 1 e, tenendo conto che nell’intervallo di invertibi- 
lità considerato si ha cos x > 0, possiamo esprimere la derivata di f nella forma 


equivalente f(x) = V1- sin? 2. Applicando allora la (6.8), otteniamo 


funzione g(x) = arctane è la funzione g/(x) = 


1 1 
(F)(M) = = . 
V1- sine V1-y? 
Se nuovamente poniamo f7! = g e torniamo alla variabile indipendente x, 
possiamo dire che la derivata della funzione g(x) = aresina è la funzione 


g(c)= dre 


In modo analogo, si dimostra che la derivata della funzione g(x) = arccose è la 
Il 


VI=- a? 


funzione g'(x) = — 
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iii) Consideriamo infine la funzione y = f(x) = a”, la cui funzione derivata è 
f(x) = (loga)a” e la cui funzione inversa è € = f!(y) = log, y. Applicando la 
(6.8), otteniamo 
1 1 
“LV, — = 
CE (loga)a*  (loga)y 
Se, per semplicità di notazioni, poniamo ancora f_! = g e se torniamo ad indicare 


la variabile indipendente con la lettera 7, possiamo dire che la derivata della 
1 


(log a)x” 
Se poi consideriamo la funzione A(x) = log, (-7) (con x < 0), che è composta 


(1) = 


funzione g(x) = log, © (con x > 0) è la funzione g/(x) = 


dalle funzioni € > — e g(y), abbiamo ancora A/(x) = 


(log a)(-x) 
-——-—. Sintetizzando i due precedenti risultati, possiamo dire che la derivata 
(log a)x 
1 
della funzione g(x) = log, || (con x # 0) è la funzione g'(x) = eo 


Notiamo che, con la scelta della base a = e, si ha che la derivata della funzione 


1 
g(x) = log|x| è la funzione g/(x) = T O 


Osservazione 6.11 Sia f(x) una funzione derivabile e strettamente positiva in 
un intervallo I. Grazie al risultato precedente e al Teorema 6.7, la derivata della 
funzione composta g9(x) = log f(x) è data da 


S"(2) 


g(a) = 7) 


4 
L'espressione "- viene detta derivata logaritmica della funzione f. O 


s 


Concludiamo questo paragrafo con un’utile conseguenza del Teorema 6.7. 


Proprietà 6.12 Sia f una funzione pari (rispettivamente dispari) deriva- 


bile in tutto il suo dominio. Allora la derivata f' è una funzione dispari 
(rispettivamente pari). 


Dimostrazione. Se la funzione f è pari, si ha f(—x) = f(x) per ogni x € dom f. 
Deriviamo ambo i membri di questa uguaglianza, osservando che 
la funzione f(-—x) è composta dalla funzione x H+ —r e dalla 
funzione y + f(y) e. pertanto. la sua derivata è la funzione 

f'(-x). Ne segue che f'(—x f'(x) per ogni a dom f. 
cioè la funzione f' è dispari. 


In modo analogo si ragiona se f è dispari. 
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Per comodità dell’allievo, le derivate delle principali funzioni elementari sono 
raccolte nella sottostante lista. 


Da*= ax (Va € R) 
Dsinx = cosr 
Dcosx = — sing 


1 


Dtanx=1+tan?x = o 
COS XL 


1 
V1—- x? 
1 
V1- 22 


Darcsina = 

Darccosa = — 

Darctana = 5 
“e 

Da” = (loga) a” in particolare, De” = e 


SEE 
(loga)x 


1 
in particolare, Dlog|x|= 7 


Dlog, |x| = 


6.3 Punti di non derivabilità 


Abbiamo già osservato che la funzione f(x) = |x| è continua ma non derivabile 
nell’origine. D’altra parte, essa è derivabile in ogni altro punto della retta reale, 
in quanto coincide con la semiretta y = x per x > 0 e con la semiretta y = —x 
per x < 0. Abbiamo quindi f(x) = +1 per x > 0 e f'(x) = +1 per x < 0. 
Ricordando la definizione della funzione Segno (Esempio 2.1 iv)), possiamo scrivere 
sinteticamente che 


D |e| = sign(e), per ogni x # 0. 


L'origine è dunque un punto isolato di non derivabilità per la funzione y = |x|. 
Tornando all’espressione (6.2) del suo rapporto incrementale nell’origine, no- 
tiamo però che esistono finiti i limiti da destra e da sinistra: 


; lim DI =-1. 


lim ——=1 = 
r-0- Aa 


x-0+ Ax 


Ciò suggerisce la seguente 
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Definizione 6.13 Sia f una funzione definita in un intorno destro di xo € R. 
Essa dicesi derivabile da destra in xy se esiste finito il limite destro del 


Af 
rapporto incrementale Za tra xo e x, per x tendente a xo. Il numero reale 
tn 


: to+ Ax)—- f(x 
fi.(20) = lim f(co = f(o) 
dicesi derivata destra di f in xo. La definizione di derivata sinistra 
f'_(xo) è analoga. 


Se la funzione f è definita solo in un intorno destro (sinistro) di xo ed è de- 
rivabile da destra (sinistra) in xo, diremo più semplicemente che la funzione è 
derivabile in xo e scriveremo f'(x0) = fi (0) (f"(c0) = FL (c0)). 

Ricordando la Proposizione 3.24 sui limiti, abbiamo innanzitutto il seguente 
criterio di derivabilità. 


Proprietà 6.14 Una funzione f definita in un intorno di un punto xo € R 
è derivabile în ro se e solo se è derivabile da destra e da sinistra in xo e le 


derivate destra e sinistra coincidono. In tal caso si ha 


f'(c0) = fi(1o) = fl (10). 


Se invece f è derivabile da destra e da sinistra in zo ma le derivate destra e 
sinistra sono diverse (come accade alla funzione f(x) = |x| nell’origine), diciamo 
che xo è un punto angoloso per f (si veda la Figura 6.2). Il termine deriva dal 
fatto che, da un punto di vista geometrico, la derivata destra di f in xo rappresenta 
il coefficiente angolare della retta tangente destra al grafico di f in Po = (xo, f(c0)), 
ossia della posizione limite delle rette secanti il grafico di f in Py e in punti P = 
(x, f(x)) con x > xo via via più vicino a xo. Se la tangente destra e la tangente 
sinistra (definita in modo analogo) non coincidono, esse formano un angolo in Pr. 


| - - 
| Y 


Figura 6.2. Punti di non derivabilità: l’origine è un punto angoloso (a sinistra), un punto 
a tangente verticale (al centro), un punto di cuspide (a destra) 
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Altri casi rilevanti di non derivabilità si hanno quando in xg esistono (finiti 
oppure infiniti) i limiti destro e sinistro del rapporto incrementale di f, che indi- 
chiamo ancora rispettivamente con i simboli f/.(o) e f/ (o), ma uno almeno di 
essi è infinito. 

Precisamente, se uno solo tra f{. (co) e f_ (xo) è infinito, diciamo ancora che 
to è un punto angoloso per f. 

Se f/.(co) e f" (20) sono entrambi infiniti e di segno concorde (e dunque il 
limite completo del rapporto incrementale esiste e vale +00 oppure —00), diciamo 
che xo è un punto a tangente verticale per f. Tale è il caso della funzione 
f(x) = &Yx nell’origine; si ha infatti 

3/ pp 
F(0)= lim va = lim > 
a q_-0% X L-0% Sx? 


Se invece f/. (0) e f/ (10) sono entrambi infiniti ma di segno discorde, diciamo 


= +00. 


che xo è un punto di cuspide per f. Tale è il caso della funzione f(x) = Vr] 
nell’origine; si ha infatti 


f(0)= lim VALI = lim SMB = lim ————=-=to. 
a->0t x 2-0* sign(x) [e] «0% sign(a) Vial 


Diamo infine un utile criterio per stabilire la derivabilità di una funzione in un 
punto xo. La dimostrazione, che utilizza il Teorema di de l’Hòpital, verrà presentata 
nel Paragrafo 6.11. 


Teorema 6.15 Sia f una funzione continua in xo e derivabile in tutti i punti 
x A xo di un intorno di xo. Se esiste finito il limite per x + xo della funzione 
f'(x), allora f è derivabile anche în xo e si ha 


f'(xco)= lim f‘(2). 


tT-+0 


Esempio 6.16 


Consideriamo la funzione 
asin2x — 4 ser <0, 


Se) = oa sex > 0, 

e chiediamoci se esistono valori dei parametri reali a e d per i quali f risulti 
derivabile nell’origine. Imponiamo innanzitutto la continuità di f nell’origine 
(ricordiamo che una funzione derivabile è necessariamente continua). Abbiamo 

lim f(a)=-4, lim f(a)={f(0)=-b+1; 

c-0- x_-0+ 
uguagliando i due valori, otteniamo d = 5. Con tale valore di d, possiamo allora 
imporre che i limiti destro e sinistro di f(x) per x + 0 siano uguali, in modo 
che il limite completo di f'(x) per x — 0 esista finito, e poi applicare il Teorema 
6.15. Abbiamo 
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li ‘(e)= lim 2 2x = 2a, li ‘(a)= lim (5+e”)= 6; 
a DELA 
uguagliando i due valori, otteniamo a = 3. O 


Osservazione 6.17 Nell’applicazione del Teorema 6.15 non si dimentichi di veri- 
ficare l’ipotesi di continuità nel punto xo. Infatti la sola esistenza del limite della 
f' non basta a garantire la derivabilità di f in xo. Ad esempio, f(x) = x + signe 
è derivabile per ogni x # 0 con f'(x) = 1. Pertanto lim F'(@) = 1 ma la funzione, 


non essendo continua, non è derivabile in x = 0. C 
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Definizione 6.18 Sia ro € dom f. Si dice che ro è punto di massimo 
relativo (0 locale) per f se esiste un intorno I,(xo) di co tale che 


Va € I.(xo)N dom f, Ff(e) < f(x0). 


Il valore f(xo) dicesi massimo relativo di f. 
Sì dice che xo è punto di massimo assoluto (0 globale) per f se 


Va € dom f, f(e) < f(xco). 


Il valore f(x0) dicesi massimo assoluto di f. In tutti è casi, il massimo si 
definisce stretto se si ha f(x) < f(xo) per ® # xo. 


Le definizioni di punto di minimo relativo e assoluto si ottengono dalle pre- 
cedenti sostituendo il simbolo < con > nelle disuguaglianze. Un punto di minimo 
o di massimo verrà indicato genericamente come punto di estremo per f. 


To To To 


Figura 6.3. Vari tipi di punti di massimo di una funzione 
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Esempi 6.19 


i) Per la parabola f(x) =1+2x-— x? =2-(x—1)?, il punto xo = 1 è punto di 
massimo assoluto stretto. Il valore 2 è il massimo assoluto della funzione. Si noti 
che la derivata f(x) = 2(1 — x) si annulla nel punto di massimo. Non vi sono 
punti di minimo (né relativi, né assoluti). 

ii) Per la funzione g(x) = arcsine (si veda la Figura 2.24), il punto zo = 1 è 
punto di massimo assoluto stretto, ed il valore massimo è 3. Invece, il punto 
x, = —1 è punto di minimo assoluto stretto, con valore minimo —3. In questo 
caso, i punti di estremo di g sono punti di non derivabilità della funzione. O 


Siamo interessati ad individuare i punti di estremo di una funzione. A tale 
scopo, se la funzione è derivabile, può essere utile cercare i punti in cui la derivata 
sì annulla. 


Definizione 6.20 Dicesi punto critico (0 stazionario) di una funzione f 


ogni punto ro in cui f sia derivabile e si abbia f'(xo) = 0. 


Un punto critico è dunque un punto in cui la tangente al grafico della funzione è 
orizzontale. 


To TI T2 


Figura 6.4. Vari tipi di punti critici di una funzione 


Teorema 6.21 (di Fermat) Sia f definita in tutto un intorno di un punto 
ro e derivabile in xo. Se xo è punto di estremo per f, allora 


f'(x0) ai 0, 


cioè xo è punto critico per f. 
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Dimostrazione. Supponiamo, per fissare le idee, che xo sia un punto di massimo 
relativo per f e sia /, (0) un suo intorno tale che f(x) < f(x0) per 
ogni x € /,(x0). In tale intorno si ha quindi Af= f(x) —f(x0) < 0. 


Se x > xo. cioè Ax = x — ro > 0, il rapporto incrementale Ag è 
dC 
0: pertanto, grazie al Corollario 4.3 del Teorema di permanenza 
del segno, si ha 


f(x) S(xo) » 


lim CD 

I > x Lo 
Viceversa, se x < ro, cioè Ax < 0, il rapporto incrementale 

yi 

è > 0; pertanto, 

x f(x) - f(0) 3 

lim ——_——___- > 0. 

co TL _ Lo 


Ricordando la Proprietà 6.14, si ha 


sù , ' f(x) — f(xo) 
f(xco)= lim = lim e) — So) 


xz—-r( tt _ To TI LU _ To 


f(x) — f(zo) _ 


li) 


dunque f'(x0) deve essere contemporaneamente < 0 e > 0 e per- 
tanto deve essere nulla. 

In modo analogo si ragiona quando xo è punto di minimo relativo 
per f. ] 


Il Teorema di Fermat garantisce che, per una funzione derivabile, i punti di 
estremo interni al dominio vanno ricercati tra i punti critici della funzione. 

Tuttavia, una funzione può avere punti critici che non sono punti di estremo 
(si veda la Figura 6.4). Ad esempio, la funzione f(x) = x* ha l’origine come punto 
critico (perché f(x) = 32? = 0 se e solo se x = 0), ma non ha punti di estremo 
essendo strettamente crescente su tutto R. 

D'altro canto, una funzione può avere punti di estremo che non sono punti 
critici (si veda la Figura 6.3); ciò accade quando un punto di estremo interno al 
dominio è punto di non derivabilità (come ad esempio la funzione f(x) = |x|, che 
ha il suo minimo assoluto nell’origine), oppure quando un punto di estremo non è 
interno al dominio (come visto nell’Esempio 6.19 ii)). Dunque, per trovare tutti i 
punti di estremo di una funzione, può non essere sufficiente cercare i punti critici 
della funzione. 


Riassumendo, i punti di estremo di una funzione vanno ricercati tra i punti del 
dominio di f che sono 
i) o punti critici; 
li) o punti di non derivabilità; 


ili) o estremi (in R) del dominio. 
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6.5 I Teoremi di Rolle e Lagrange 


I Teoremi di Rolle e di Lagrange, che ora presentiamo, sono di fondamentale 
importanza nello studio delle funzioni derivabili su un intervallo. 


Teorema 6.22 (di Rolle) Sia f una funzione definita su un intervallo chiu- 
so e limitato [a,b], continua su [a,b] e derivabile (almeno) su (a,b). Se 
f(a)= f(b), allora esiste xo € (a,b) tale che 


f" (0) i 0, 


cioè esiste almeno un punto critico di f in (a,b). 


Dimostrazione. 


d 
f(0).= f(8)}------ RA, SRO 
| ara “a 


Figura 6.5. Il Teorema di Rolle 


Il Teorema di Weierstrass assicura che l’immagine f([a.b]) di f è 
un intervallo chiuso e limitato [m., M], essendo m e M rispettiva- 
mente il minimo e il massimo della funzione sull’intervallo: 


m= min f(x)=f(Zm), M'= max f(x) =.f(£x), 


refa,b x€ [a,b] 


per opportuni xm, ca € [a.b). 

Se m = M, allora f è costante su [a,b], dunque in particolare 
f'(a)=0 per ogni x € (a. b) e la tesi è dimostrata. 

Sia invece m < M. Poiché m < f(a)= f(b) < M, una almeno tra 
le disequazioni strette f(a) = f(b):< M oppure m < f(a)= f(b) 
dovrà essere soddisfatta. 

Se f(a) = f(b) < M, il punto di massimo assoluto xx non può 
coincidere né con a né con b; pertanto, rag € (a,b). Abbiamo 
dunque trovato un punto di estremo per la funzione f, interno al 
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dominio e in cui f è derivabile. Il Teorema di Fermat garantisce 
allora che # yy è il punto critico x) cercato. 


Se m < f(a) = f(b). si dimostra con un ragionamento analogo 
che 7m è il punto critico ro cercato. O 


Il teorema assicura l’esistenza di almeno un punto critico di f in (a, 6). Come 
mostra la Figura 6.5, i punti critici possono essere più di uno. 


Teorema 6.23 (di Lagrange 0 del valor medio) Sia f una funzione de- 
finita su un intervallo chiuso e limitato [a,b], continua su [a,b] e derivabile 
(almeno) su (a,b). Allora, esiste xo € (a,b) tale che 


IOZda nio (0 (6.9) 


Ogni punto xo che soddisfi tale relazione dicesi punto di Lagrange per f 
in (a,b). 


F(0) }---------------------. 7 
. hi i 
se 
S 61 ian di I 
_ A 4 > 
a Xo b 


Figura 6.6. Punto di Lagrange per f in (a, b) 


Dimostrazione. Consideriamo la funzione ausiliaria definita su a, b] 


S(b) — f(a) 
g(a)=f(x)—- ——T —(r— a). 
b-a 
Essa è continua su [a,b] e derivabile su (a,b), perché differenza 
della funzione f. che ha per ipotesi tali proprietà, e di una funzione 
affine, che è continua e derivabile su tutto R. Notiamo che si ha 


S(b) — f(a) 


b-a 


g'(a) = f(x) — 
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Si verifica facilmente che 


g(a)= f(a). g(b) = f(a). 
Pertanto, tutte le ipotesi del Teorema di Rolle sono soddisfatte 
dalla funzione g. Ne segue che esiste un punto xo € (a, b) tale che 
? sia f(b) — f(a) 
9g (Lo) = f'(x0) sati 


b-a 


che è precisamente la (6.9). O 


Il significato geometrico del Teorema di Lagrange è illustrato dalla Figura 6.6. 
In ogni punto di Lagrange, la retta tangente al grafico di f è parallela alla retta 
secante il grafico nei punti di ascissa a e b. 


Esempio 6.24 


Sia f(x) =1+x+V1- x2, definita nell’intervallo [-1, 1]. Essa è continua su tale 
intervallo, in quanto ottenuta componendo funzioni elementari continue. Inoltre, 
essa è derivabile nell’intervallo aperto (—1,1) (ma non nei punti estremi): si ha 


infatti 
x 


()=1- ——. 
Leno; 
Dunque, le ipotesi del Teorema di Lagrange sono soddisfatte da f, che quindi 
ammette almeno un punto di Lagrange in (--1, 1). La (6.9) diventa 


F(1) — f(-1) er... = L 
ES= <fl@=1=-7gi 


che è soddisfatta da xo = 0. O 


1= 


6.6 Prima e seconda formula dell’incremento finito 


Stabiliamo ora due utili formule per rappresentare l’incremento di una funzione 
tra due punti del suo dominio. 
Iniziamo supponendo che f sia una funzione derivabile in un punto xo. Per 
definizione, si ha 
Î(£) — f(xo) i 


dim a 310) 
vale a dire 
lim (foi) PD (c0)) - Ta f(x) — f(10) — f'(xo)(e — 20) i 
LL0 L_- Lo Lo x— To 


ossia, con la simbologia di Landau introdotta nel Paragrafo 5.1, 


f(x) - f(c0) — f'(co)(e- ro) = Ar - 0), r— xo. 
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"(o Ag) pocosscesiioeae ea AEREA 
eta) / o(Ar) 
Af s cd 
pe f' (ro) Aa 
{(0) es 
i Ax 
y=t(x) 
to to + Ax 


Figura 6.7. La prima formula dell’incremento finito 


Tale relazione può essere scritta in forma equivalente come 


f(x) -— f(20)=f'(co)(r- ro) +0(r—z0), 7 + xo, (6.10) 


ovvero, ponendo Ax = x — xo e Af = f(x) — f(xo0), 


Af= f'(r0) Ar +o(Ax), Ar +0. (6.11) 


Le (6.10)-(6.11) sono espressioni equivalenti della prima formula dell’incre- 
mento finito il cui significato geometrico è illustrato nella Figura 6.7. Essa dice 
che, se f'(x0) # 0, l'incremento Af della variabile dipendente, corrispondente ad 
un incremento Ar della variabile indipendente, è proporzionale a Ar stesso, a 
meno di un infinitesimo trascurabile rispetto a Ax. In pratica, ciò significa che, 
per 4\x abbastanza piccolo, siamo autorizzati a confondere Af con f'(x0) Ar. 


Consideriamo ora una funzione f continua su un intervallo I di R e derivabile 
nei suoi punti interni. Fissiamo due punti x} < xo in / e osserviamo che f è 
continua su [x1, 2] e derivabile su (21,22). Pertanto, le ipotesi del Teorema di 
Lagrange sono soddisfatte dalla funzione f ristretta all’intervallo [x1, x2]. Dunque 
esiste T € (x1, 22) tale che 


f(w2) — f(#1) 


T2- I 


ue FP), 
ovvero esiste 7 € (71,13) tale che 


f(22)- f(21) = f@)(22- 21). (6.12) 
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Tale formula viene chiamata seconda formula dell’incremento finito. Si noti 
che il punto # dipende dai punti x; e x2 ma, in generale, tale dipendenza non è 
esplicita. L'importanza della formula viene dal fatto che essa permette di ottenere 
delle informazioni sull’incremento f(x2)— f(x1) dal comportamento della funzione 
F' nell’intervallo [x1, 2). 

La seconda formula dell’incremento finito può essere usata per descrivere il 
comportamento di una funzione nell’intorno di un punto xo in modo più preciso 
rispetto a quanto fatto dalla prima formula dell’incremento finito. Supponiamo 
che f sia una funzione continua in xo e derivabile in tutto un intorno di x tranne 
eventualmente in xo. Detto x un punto di tale intorno e applicando la (6.12) 
nell’intervallo di estremi xo e x otteniamo la relazione 


Af= f'(£)Ax, (6.13) 


con $ compreso tra xy e x. Tale espressione della seconda formula dell’incremento 
finito rappresenta l’incremento della variabile dipendente Af come se fosse pro- 
porzionale all’incremento della variabile indipendente Ax; in realtà, il coefficiente 
di proporzionalità, che è il valore della derivata prima in un punto vicino a ro e 
in generale non noto, dipende esso stesso da Ax (e da xo). 


Un'altra applicazione della seconda formula dell’incremento finito, che tornerà 
utile nel seguito, è la seguente. 


Proprietà 6.25 Una funzione definita e derivabile su un intervallo I della 


retta reale è costante su I se e solo se la sua derivata è ivi identicamente 
nulla. 


Dimostrazione. Indichiamo con f la funzione. Supponiamo dapprima che f sia 
; ‘ f(x) — f(xo) 
costante: per ogni ro | i. U rapporto incrementale —— “2 
XdL_- To 

con x € I, x # to. è nullo e dunque, per definizione di derivata, 
F'(0) (). 

Viceversa, supponiamo che f abbia derivata nulla su / e facciamo 
vedere che f è costante su /. Osserviamo che ciò equivale al fatto 
che 


f(x1) f(x). fr1.x9 E I. 


Siano dunque x;,x2 € /: applichiamo la seconda formula dell’in- 
cremento finito (6.12) alla funzione derivabile f. Allora, per un 


opportuno 7 compreso tra x} e x9, si ha 


Concludiamo che f(x1) = f(r2). 
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6.7 Intervalli di monotonia di una funzione 


Come prima rilevante applicazione dei risultati appena stabiliti, affrontiamo lo 
studio della monotonia di una funzione. 


Teorema 6.26 Sia I un intervallo ed f una funzione derivabile su I. Valgono 
le seguenti implicazioni: 


a) Se f è crescente su I, allora f'(x) > 0 per ogni x € I. 


b1) Se f'(x)>0 per ognix € I, allora f è crescente su I; 
52) se f'(x) > 0 per ogni x € I, allora f è strettamente crescente su I. 


Dimostrazione. 


Dimostriamo a). Sia f crescente su /. Consideriamo dapprima un 
punto xo interno ad /. Per ogni x € / tale che x < xo. si ha 


f(a)- f(c0o) < 0 e x- To <0. 
i Af . : 
Pertanto, il rapporto incrementale —— tra xo e x è > 0. D'altro 
HI 
canto, per ogni x € / tale che x > xo. si ha 


f(x) = f(x0) > 0 e ® — €0.> 0. 


A 
Anche in questo caso il rapporto incrementale A tra co es è 
P DU 


> 0. Riassumendo 


Af a)- f(a 

Af _ J(x) — f(#0) > 0. Va È To: 

Ar x — To 
applicando il Corollario 4.3 del Teorema della permanenza del 
segno al limite 


A ; 
dim 2 = f (ro) 


otteniamo f'(x0) > 0. Negli eventuali punti di estremo di /, arri- 
viamo allo stesso risultato limitandoci a considerare il limite de- 
stro oppure sinistro del rapporto incrementale, che risulta essere 
sempre > 0. 

Dimostriamo ora le implicazioni b). Sia f tale che f(x) > 0 per 
ogni x € /. Fissiamo due punti x] < xo in / e dimostriamo che 
f(x1) < f(x). A tale scopo applichiamo la seconda formula del- 
l'incremento finito (6.12) e osserviamo che f'(#) > 0 per ipotesi, 
mentre ro — 7] > (0. Dunque concludiamo che 


f(x2) — f(21) = f"(£)(c2 - 21) 0; 


abbiamo quindi stabilito la b1). Se invece f è tale che f'(x) > 0 
per ogni x € /, allora la (6.12) implica f(x2)— f(x1) > 0 e dunque 
anche la b2) è verificata. O 
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TI sid Ta 


Figura 6.8. Dimostrazione delle implicazioni d) relative al Teorema 6.26 


Il teorema appena dimostrato afferma dunque che se f è una funzione derivabile 
su I si ha l’equivalenza logica 


f(a)=>0, VreI «>  fècrescentesuI 
e l’implicazione 
F(a)>0, VeeI => fè strettamente crescente su I. 


Osserviamo che non è possibile rovesciare l’ultima implicazione, cioè dedurre 
dal fatto che f sia strettamente crescente su / il fatto che f'(x) > 0 per ogni x € I. 
Come già osservato, la funzione f(x) = x3 è strettamente crescente su R, ma la 
sua derivata si annulla nell’origine. 

Un enunciato analogo al teorema precedente vale sostituendo ‘crescente’ con 
‘decrescente’ e i simboli >, > rispettivamente con <, <. 


Corollario 6.27 Sia f derivabile sull’intervallo I. Sia xo un punto critico 
di f interno ad I. Se f'(a) è > 0 a sinistra dixo e<0 a destra di xo, allora 


ro è punto di massimo per f; viceversa, se f'(x) è < 0 a sinistra di ro e > 0 
a destra di xo, allora xo è punto di minimo per f. 


Il Teorema 6.26 e il Corollario 6.27 permettono di ricondurre la ricerca dei 
punti di estremo di f e dei suoi intervalli di monotonia alla ricerca degli zeri di f' 
e allo studio del suo segno. 


Esempio 6.28 


Consideriamo la funzione f : R + R, f(x) = ce??. Si ha f(x) = (2r + 1)e?®, 
dunque xo = -i è l’unico punto critico di f. Poiché f(x) > 0 se e solo se 
x > -}, deduciamo che xo è punto di minimo assoluto per f; la funzione è 
strettamente decrescente sull’intervallo (00, —1] ed è strettamente crescente 


sull’intervallo [--3, +00). 
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Sia f una funzione derivabile in un intorno di xp. Sia f’ la funzione derivata di f, 
dunque definita in un intorno di xo. 


Definizione 6.29 Se f' è derivabile in ro. si dice che f è derivabile due 
volte in xo e si pone 


f"(xo) = (S")"(x0), 


che chiamiamo derivata seconda di f in x. La funzione derivata se- 
conda di f, indicata con f", associa a x il valore f"(x), ove questo sia 
definito. 


Altre notazioni sono comunemente usate per indicare la derivata seconda di f in 
Xo, quali ad esempio 


yo), ilo), D'f(c0). 


La derivata terza di f in xo è, se esiste, la derivata prima in xo della funzione 
derivata seconda; ossia, 
ui IINI 
SF" (20) = (1) (co). 


In generale, per & > 1, la derivata di ordine k (o derivata k-esima) di f in 
xo è, se esiste, la derivata prima della funzione derivata (k — 1)-esima di f in xo: 


Altri simboli usati sono 
y®) (x0), 


È conveniente porre per definizione f(0(x0) = f(xo0). 


Esempi 6.30 
Calcoliamo le derivate successive di alcune funzioni elementari. 


i) Fissato n € N, consideriamo la funzione f(x) = e”. Si ha 


F'(2) = na 1 ce n = pie 
I 
Fa) ="n(n-1)a 2 = a =) ua 
po (x) = da — 1)---2-1227" = nl 
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In forma compatta, possiamo scrivere che, per 0 < k < n, 


! 
(k) i n. n-k 
Ta) (n i 
Si ha poi f("+!) (x) = 0 per ogni x € R (perché la derivata della funzione costante 
FM (x) è 0), e di conseguenza tutte le derivate f) di ordine k > n esistono e 
sono identicamente nulle. 


ii) Consideriamo la funzione f(x) = sinx. Abbiamo f'(x) = cosa, f(x) = 
— sine, f""(2) = — cosx e f(x) = sin. Le derivate successive di f ripetono 
ciclicamente tale sequenza di funzioni trigonometriche. Un risultato analogo vale 
per la funzione y = cos. 


iii) Sia infine f(x) = e”. Sappiamo che f'(x) = e” e pertanto f(x) = e? per 
ogni £ > 0. Si ha quindi la rimarchevole proprietà che le derivate di ogni ordine 


della funzione esponenziale e coincidono con la funzione stessa. O 


Chiudiamo il paragrafo con alcune utili definizioni. 


Definizione 6.31 Una funzione f dicesi di classe C* (con k > 0) su un 
intervallo I se essa è derivabile k volte in ogni punto di I e se la sua funzione 
derivata di ordine k, f‘*), è continua su I. L'insieme delle funzioni di classe 


C* su I viene indicato con C*(I). 

Una funzione f dicesi di classe C® su I se essa è derivabile un numero 
arbitrario di volte in ogni punto di I. L'insieme delle funzioni di classe CY 
su I viene indicato con C°(I). 


In virtù della Proposizione 6.3, se f € C*(I), tutte le sue derivate di ordine 
minore o uguale a £ sono continue su I. 


Osserviamo inoltre che tutte le funzioni elementari sono derivabili un numero 
arbitrario di volte (cioè sono di classe C®) in tutti i punti interni al loro dominio. 


6.9 Convessità e flessi 


Sia f una funzione derivabile in un punto xo del suo dominio. Come già fatto 
precedentemente, indichiamo con y = t(x) = f(x0) + f'(0)(x — x0) l'equazione 
della retta tangente al grafico di f in xo. 


Definizione 6.32 Diciamo che f è convessa in ro (0 che ha la concavità 
rivolta verso l’alto) se esiste un intorno Ir(xo) E dom f tale che 


Va € I,(xo), f(x) > t(a). 


Diciamo che f è strettamente convessa se si ha f(x) > t(x) per x # xo. 
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y= f(x) y=t(x) 


pt) y=f() 


xo To 


Figura 6.9. Funzione strettamente convessa in xo (a sinistra) e funzione strettamente 
concava in xo (a destra) 


Le definizioni di funzione concava (0 avente concavità rivolta verso il basso) 
e strettamente concava si ottengono dalle precedenti sostituendo i simboli > e 
> rispettivamente con < e <. 

Geometricamente, una funzione è convessa (rispettivamente, concava) in un 
punto se, nell’intorno del punto, il suo grafico si trova al di sopra (rispettivamente, 
al di sotto) della retta tangente (si veda la Figura 6.9). 


Esempio 6.33 
Verifichiamo che la funzione f(x) = x? è strettamente convessa in xo = 1. La 
retta tangente al suo grafico in tale punto ha equazione 
t(a)=1+2(x-1)=2x-1. 
La condizione f(2) > t(x) equivale dunque a 7? > 2x—1, vale a dire x? -2x+1 = 


(x — 1)? > 0; tale condizione è soddisfatta da ogni x # 1. DI 


Definizione 6.34 Sia I un intervallo e f una funzione derivabile su I. La 


funzione f dicesi convessa su / se è convessa in ogni punto di I. 


Nello studio delle proprietà di convessità di una funzione, i punti di flesso, che 
ora introduciamo, rivestono un ruolo analogo a quello dei punti di estremo nello 
studio della monotonia. 


Definizione 6.35 Il punto xo dicesi punto di flesso di f se esiste un 
intorno I,(to) E dom f in cui è soddisfatta una delle seguenti condizioni: 


sev<z0; J(2) <tr); 


Va € I,(o), 


SeT> To, 
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4 
To To 


Figura 6.10. Flesso ascendente in zo (a sinistra) e flesso discendente in xo (a destra) 


(nel qual caso il flesso si dirà ascendente); oppure 


ser'<to;° Jie) 2t(2); 


Va € Ir(xo), 


SeT>"T0) FE) 


(nel qual caso il flesso si dirà discendente). 


Geometricamente, in un punto di flesso il grafico di f ‘attraversa’ la retta 
tangente (si veda la Figura 6.10). 


Enunciamo ora alcuni risultati, che ci permettono di studiare la convessità di 
una funzione e di determinare i suoi punti di flesso. 


Teorema 6.36 Sia I un intervallo ed f una funzione derivabile su I. Valgono 
le seguenti implicazioni: 

a) Se f è convessa su I, allora f' è crescente su I. 

b1) Se f' è crescente su I, allora f è convessa su I; 


x 


b2) se f' è strettamente crescente su I, allora f è strettamente convessa su I. 


Dimostrazione. “> Funzioni convesse. A 


Corollario 6.37 Sia f derivabile due volte su I. Valgono le seguenti 
implicazioni: 


a) Se f è convessa su I, allora f"(x) > 0 per ogni x € I. 


b1) Se f"(x)>0 per ognix€ I, allora f è convessa su I; 
52) se f"(x)> 0 per ogni x € I, allora f è strettamente convessa su I. 
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Dimostrazione. L’enunciato segue dal teorema precedente, applicando alla funzio- 
ne f' il Teorema 6.26. O 


Tale risultato si può enunciare nella seguente forma. Se f è una funzione 
derivabile due volte su / si ha l’equivalenza logica 


f"(x)>0, VreI «—@» fèconvessa su/ 
e l’implicazione 


f"(a)>0, VaeI => fè strettamente convessa su I. 


Anche in questo caso, come per la caratterizzazione della monotonia di una fun- 

zione, l’ultima implicazione non può essere rovesciata. Ad esempio, f(x) = x4 è 

strettamente convessa su RR, ma la derivata seconda si annulla nell’origine. 
Analoghi enunciati, con le ovvie modifiche, valgono per le funzioni concave. 


Corollario 6.38 Sia f derivabile due volte in un intorno di xo. Valgono le 
seguenti implicazioni: 

a) Se xo è punto di flesso di f, allora f"(xo) = 0. 

b) Sia f"(xo) = 0. Se f"” è di segno diverso a destra e a sinistra di xo, 


allora xo è punto di flesso per f (precisamente, il flesso è ascendente se 
f(x) < 0 a sinistra di xo e f"(x) > 0 a destra di xo, discendente nella 
situazione opposta). Se invece f" non cambia segno a destra e a sinistra 
di xo, allora tale punto non è di flesso per f. 


La dimostrazione, che si appoggia sull’uso della formula di Taylor, verrà data nel 
successivo Paragrafo 7.4. 


Si presti attenzione al fatto che la condizione f”(x0) = 0 da sola non è suffi- 
ciente a garantire che o sia un punto di flesso per f. Se ad esempio consideriamo 
la funzione f(x) = 24, la sua derivata seconda f(x) = 12? si annulla in xo = 0. 
Tuttavia, l'origine non è punto di flesso per f: la tangente al grafico di f in xo è 
l’asse delle ascisse y = 0, ed il grafico di f si trova sempre al di sopra di tale retta. 
Si noti che f” non cambia segno in xo. 


Esempio 6.28 (seguito) 


Per la funzione f(x) = xe?” si ha f(x) = 4(r+1)e?”, che si annulla in 2x1 = —1. 
Poiché f”(x) > 0 se e solo se x > -1, la funzione f risulta strettamente con- 
cava nell’intervallo (-00, —1) e strettamente convessa nell’intervallo (—1, +00). 
Il punto x; = —1 è punto di flesso ascendente. Il grafico della funzione f(x) è 
riprodotto in Figura 6.11. O 
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Figura 6.11. Grafico della funzione f dell’Esempio 6.28 


6.9.1 Estensione del concetto di convessità 

Una definizione di funzione convessa su un intervallo, più generale di quella da noi 
presentata nel Paragrafo 6.9, può essere data sulla base di considerazioni di natura 
geometrica. Ricordiamo che un sottoinsieme C' del piano è detto convesso se per 
ogni coppia di punti P, e P, appartenenti a C, il segmento Pi Pa di estremi Pi e 


Py è contenuto in C. 
Data una funzione f : I € R + R, chiamiamo epigrafico di f l’insieme 
E;={(r,y)eR°:c€I,y> f(x)} 
dei punti del piano che stanno al di sopra del grafico di f (si veda la Figura 6.12, 


a sinistra). Diamo allora la seguente definizione. 


Definizione 6.39 La funzione f : I C R + R dicesi convessa su I se il 


suo epigrafico E; è un sottoinsieme convesso del piano. 
| f 


È facile convincersi che nella verifica della condizione di convessità di E è 
sufficiente limitarsi ai punti Pi e P) appartenenti al grafico di f. Ciò significa che 
presi comunque due punti xj e 2 in /, il segmento 62 di estremi (21,f(21)) e 


(22, f(2)) deve stare al di sopra del grafico di f. 
Osservando che ogni x compreso tra x, e x2 può essere rappresentato nella 


forma 
x_- © 
x=(1-t)z1 +tx2 con t= —— e [0,1], 
TX27 DI 
la convessità di f su Y può essere espressa dalla condizione 
f((1-t)xz1+t22) <(1-6)f(21) +tf(22) Var, ca € I, Vi € [0,1]. 


Se tale disuguaglianza è stretta quando x1 #4 x2 e t € (0, 1), diremo che la funzione 


è strettamente convessa su /. 
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Yi Yi 


y= |al 


Figura 6.12. Epigrafico di una generica funzione f definita su / (a sinistra) e della 
funzione y = |x| (a destra) 


Si può dimostrare che, per le funzioni derivabili su I, la convessità secondo la 
Definizione 6.39 equivale a quella secondo la Definizione 6.32. D'altro canto, una 
funzione può essere convessa secondo la Definizione 6.39 senza essere derivabile su 
I, come mostra ad esempio la funzione f(x) = |e| su / = R (si veda la Figura 6.12, 
a destra). Notiamo tuttavia che la condizione di convessità implica la continuità 
della funzione in tutti i punti interni dell’intervallo /, mentre è compatibile con 
l’eventuale discontinuità negli estremi dell’intervallo. 


6.10 Studio di funzioni 


Abbiamo sin qui presentato un certo numero di strumenti analitici che, oppor- 
tunamente combinati, permettono di studiare in modo più o meno approfondito 
il comportamento di una funzione f nel suo dominio e di tracciarne un grafico 
qualitativo. Descriviamo nel seguito alcuni passi in cui può essere articolato lo 
studio. 


Dominio ed eventuali simmetrie 


Il dominio di una funzione sarà in genere determinabile a partire dai domini delle 
funzioni elementari che concorrono a definirla tenendo conto delle operazioni alge- 
briche e di prodotto di composizione che intervengono. 
Per semplificare lo studio successivo è conveniente individuare immediatamente 
le eventuali simmetrie e periodicità della funzione (Paragrafo 2.6). Ad esempio, 
se una funzione è pari o dispari sarà sufficiente studiarla solo per valori positi- 
vi dell’argomento e da tali risultati dedurne l’andamento globale. Segnaliamo che 
una funzione può presentare altri tipi di simmetria, quali ad esempio la simme- 
tria rispetto ad una retta verticale diversa dall’asse delle ordinate. Il grafico della 
funzione f(x) = e"?! è simmetrico rispetto alla retta x = 2 (si veda la Figura 
6.13). 

Analogamente, il comportamento globale di una funzione periodica sarà otte- 
nuto a partire dallo studio su un intervallo di ampiezza pari al periodo. 
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A 


2 


Figura 6.13. Grafico della funzione f(x) = e 17?! 


Comportamento limite agli estremi del dominio 


Supponendo che il dominio sia un’unione di intervalli (come sovente avviene) si 
studieranno i limiti unilateri in ognuno degli estremi degli intervalli. Una volta 
determinati i limiti potrà essere studiata l'eventuale esistenza di asintoti come 
illustrato nel Paragrafo 5.3. 

Ad esempio, per determinare il dominio di 


f@= Eli. 


osserviamo che la funzione log(2 — x) è definita per 2 — x > 0, cioè x < 2; che 
la funzione Vr? — 2x è definita per 22 — 2x > 0, cioè x < 0 oppure x > 2; 
che essendo tale funzione a denominatore, dovrà essere x 7 0,2. Pertanto, si ha 
dom f = (—-00,0). Inoltre, lim f(x) = +00, dunque la retta 7 = 0 è asintoto 

. ai r30° —._ log(2— x) 
verticale sinistro e lim f(x) = lim —- 

L-+-00 r+-0% [EA] 

asintoto orizzontale sinistro. 


= 0, dunque la retta y = 0 è 


Intervalli di monotonia ed estremi 


Il primo passo consiste nel determinare la derivata prima f' e individuarne il 
dominio dom f’. Si osservi che dovrà essere sempre dom f’ € dom f, anche se 
l’espressione analitica della derivata può essere definita su un insieme più ampio. 
Ad esempio, se f(x) = log x, si ha f'(2) = 1 e dom f = dom f' = (0,+00) anche 
se la funzione g(x) = 1 è definita per ogni x #4 0. Successivamente si determinano 
gli eventuali zeri e il segno di f”. Ciò permette di trovare gli intervalli di monotonia 
di f e di discutere la natura dei punti critici (gli zeri di f’), alla luce di quanto 
visto nel Paragrafo 6.7. 

Segnaliamo una situazione che richiede una attenta analisi, senza la quale si 
può pervenire a conclusioni errate. Supponiamo che una funzione f sia derivabile 
nell’unione (a,b) U (6, c) di due intervalli contigui, in cui si abbia f’' > 0. Se f 
non è derivabile in b, allora non è corretto dedurre che f è crescente sull’unione 
(a,b) U (b,c). Ad esempio la funzione f(x) = —1 soddisfa f(x) = & > 0 in 
(-00,0) U (0, +00), ma la funzione non è crescente su tale insieme (ad esempio si 
ha che f(-1) > f(1)); possiamo solo affermare che f è crescente su (-00,0) e su 
(0, +00). 
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Ricordiamo che i punti di estremo di una funzione non vanno ricercati soltanto 


ra î 
tra i suoi punti critici. Ad esempio, la funzione f(x) = TER definita per 
x 
x > 0, ha come punto critico x = 1 che è punto di massimo assoluto, e come 
ulteriore punto di estremo il punto di non derivabilità x = 0, che è di minimo 
assoluto. 


Intervalli di convessità e flessi 


La determinazione degli intervalli di convessità o concavità e degli eventuali pun- 
ti di flesso segue le linee guida tracciate precedentemente, considerando ora la 
derivata seconda di f e applicando i risultati del Paragrafo 6.9. 


Segno della funzione o delle sue derivate 


Nel tracciare il grafico qualitativo di f può essere utile (ma non indispensabile) 
determinare il segno della funzione nel suo dominio e i suoi eventuali zeri (che 
rappresentano le ascisse dei punti di intersezione del grafico con l’asse orizzontale). 
Non sempre però l’equazione f(x) = 0 può essere risolta analiticamente. In tali 
casi, si può eventualmente fare ricorso al Teorema 4.23 di esistenza degli zeri, al 
fine di dedurre che in un certo intervallo esiste necessariamente uno e un solo 
zero di f. Analoghe considerazioni si possono applicare allo studio del segno della 
derivata prima o della derivata seconda. 

Si consideri, ad esempio, la funzione f(x) = xlogx — 1, definita per x > 0. Si 
ha f(x) < 0 per x < 1. Per x > 1, la funzione è strettamente crescente (infatti 
Pa) = loga +1 > 0 per x > 1/e); inoltre f(1) = —1< 0 mentre f(e)=e-1> 0. 
Dunque la funzione ha esattamente una zero, appartenente all’intervallo (1, e) ed 
è negativa a sinistra e positiva a destra di tale punto. 


6.10.1 Le funzioni iperboliche 


A titolo di esempio, studiamo una famiglia di funzioni, dette iperboliche, che 
intervengono in varie applicazioni. 
Definiamo dapprima le funzioni f(x) = sinh e g(x) = cosh x, dove 


sinh a = PRE : cosh x = 


dette rispettivamente funzione seno iperbolico e funzione coseno iperbolico. 
Il nome deriva dal fatto che vale la relazione fondamentale 


cosh? x — sinh? x = 1, VreR, 


e dunque il punto P di coordinate (X,Y) = (cosh x, sinh ©) percorre, al variare di 
x, il ramo destro dell’iperbole equilatera di equazione X? — Y? = 1. 
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Osserviamo innanzitutto che dom f = domg = R; inoltre f(x) = —f(-x) e 
g(x) = g(-), ossia il seno iperbolico è una funzione dispari mentre il coseno 
iperbolico è una funzione pari. Per quanto riguarda il comportamento limite, si ha 


lim sinhax = to00, lim coshx = +00. 
TATOO Viludu nio. ©) 


Pertanto le funzioni non hanno asintoti verticali o orizzontali. Non esistono neppure 
asintoti obliqui in quanto, per € + 00, le funzioni si comportano come degli 
esponenziali; precisamente si ha 


1 


sinha »& LA , 


1 gel 
cosh x 3° x x — +00. 


È immediato verificare che sinh x = 0 se e solo se x = 0 e sinh e > 0 per x > 0; 
invece, cosh x > 0, per ogni x € R. Lo studio della monotonia delle funzioni segue 
facilmente dal fatto che 


Dsinh x = cosha e Dcoshx = sinh®, Ve e R. 


Dunque il seno iperbolico è strettamente crescente su tutto R. Il coseno iperbolico 

è strettamente crescente su [0, +00) e strettamente decrescente su (—00, 0]; il punto 

x = 0 è punto di minimo assoluto con cosh 0 = 1 (e quindi cosh x > 1 su R). 
Derivando ulteriormente si ha 


D° sinh a = sinha e D? coshx = cosh a, VreR. 


Pertanto la funzione seno iperbolico è strettamente convessa su (0, +00) e stretta- 
mente concava su (—00,0) e l'origine è punto di flesso ascendente. Invece la fun- 
zione coseno iperbolico è strettamente convessa su tutto R. I grafici delle funzioni 
iperboliche sono mostrati nella Figura 6.14. 


Figura 6.14. Grafici delle funzioni seno iperbolico (a sinistra) e coseno iperbolico (a 
destra) 
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Figura 6.15. Grafico della funzione tangente iperbolica 


Analogamente a quanto visto per le funzioni trigonometriche, si definisce la 
funzione tangente iperbolica come 


sinh a 


tanha = 
cosh a 


Essa è definita su tutto R, è una funzione dispari strettamente crescente a valori 
nell’intervallo aperto (-1,1) (vedasi la Figura 6.15). 

La funzione inversa del seno iperbolico, definita su tutto IR, viene detta fun- 
zione settore seno iperbolico, ed è facilmente esprimibile mediante la funzione 
logaritmo (inversa dell’esponenziale) come 


settsinhx = log(r+vVx2+1), reR. (6.14) 


La funzione settore coseno iperbolico è ottenuta invertendo la funzione coseno 
iperbolico ristretta all’intervallo [0, +00) e si esprime come 


sett cosha = log(x+Vax?— 1), x E [1,+00). (6.15) 


Infine, la funzione settore tangente iperbolica è l’inversa della funzione tan- 
gente iperbolica su R ed è espressa da 


l+a 


Il 
setttanha = 5 log rt x ID (6.16) 


Le derivate delle funzioni iperboliche inverse sono 


1 1 
Dsettsinhae = —— , Dsettcosha = ——- , 
a2+1 
1 


— 2° 


Dsetttanh e = 1 
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6.11 Il Teorema di de l’Hopital 
Il seguente risultato fornisce un utile strumento per il calcolo di limiti di for- 


me indeterminate. Come precedentemente, indichiamo con c uno dei simboli 
onto nt 
To; To) Lo; +00, 00. 


Teorema 6.40 Siano f e g due funzioni definite nell’intorno di c, tranne 
eventualmente in c, e tali che 


lim f(x)= limg(e)=L, 


TC Tg->c 


con L= 0 oppure +00 oppure —c0. Se f e g sono derivabili nell’intorno di 
c, tranne eventualmente in c, con g' # 0, e se esiste (finito o infinito) 


allora esiste anche 


e tale limite è uguale al precedente. 


Dimostrazione. => Teorema di de Hòpital. O 


Il teorema afferma dunque che, se sono verificate le ipotesi, vale la formula 


(6.19) 


Esempi 6.41 


i) Si voglia calcolare 
2a 


. ez 
lim ———_, 
e-0. sin5r 


— et 


che è una forma indeterminata di tipo Q, Le funzioni a numeratore e a denomi- 
natore sono derivabili, e si ha 


2e?® + 2e_ 2 4 


lim =. 
x-0  5cos5r b) 
Pertanto, 
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ii) Se il quoziente f'‘(x)/g/(x) è ancora una forma indeterminata, e se f e g 
sono derivabili due volte nell’intorno di c, tranne eventualmente in c, possiamo 
reiterare l'applicazione della formula (6.19), studiando il limite del quoziente 
F"(x)/g"(x), e così via. 


Si voglia, ad esempio, studiare la forma indeterminata 0/0 


._ 1+3x- V(1+2e)3 
lim i, 
2-0 csina 


Derivando numeratore e denominatore, siamo condotti a studiare 


3-3V1+2x 
#0 sine + r cosa’ 
che è ancora una forma indeterminata 0/0. Derivando ancora numeratore e 
denominatore, arriviamo a 


sd 
lim VIF23 __ 3 
x->0 2cosx — a sing 2 


Applicando quindi due volte la (6.19), concludiamo che 


lim 1+3€= VO +28 __3 # 


r-0 sin? x 2 


Osservazione 6,42 Il Teorema di de l’Hépital fornisce una condizione soltanto 
sufficiente all’esistenza del limite (6.18). In altri termini, si può presentare il caso 
in cui non esiste il limite del rapporto delle derivate ma esiste quello del rapporto 
delle funzioni. Ad esempio, poniamo f(x) = x + sinx e g(x) = 2x + cose. Il 
quoziente f"/g" non ha limite per 2 + +00 come si vede facilmente applicando 
il Criterio di non esistenza del limite (Osservazione 4.19). Tuttavia, il limite del 
rapporto f/g esiste e vale 


Li x+sina : x+o(x) 1 
im — ——— == im —_—- =., 
r-+o0 2r + cosa +00 2x + o(a) 2 
6.11.1 Applicazioni del Teorema di de l’Hòpital 
Vediamo ora come il teorema possa essere utilizzato in varie situazioni. 
Limiti notevoli 


Il Teorema di de l’Hòpital permette di ottenere gli importanti limiti 


L 


lim — = +00, lim |x|®e® = 0, Va € R, (6.20) 
r-+t00 g% EA 00 
l 
lim 55. 0, lim e“loga =0, Va > 0 (6.21) 
rd-+t00 q° xr_-0+ 


già anticipati in (5.6) nella forma equivalente mediante i simboli di Landau. 
Iniziamo dalla prima delle (6.20) per a = 1. Applicando la (6.19), abbiamo 
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Infine, per a < 0, il risultato è banale in quanto non si è in presenza di una forma 
indeterminata. Per quanto riguarda la seconda delle (6.20), abbiamo 


. , l x (03 . x a î x 
lim |e[%e® = lim Li = lim el = lim {_=o. 
r-+—=00 a>-00 e TT a=+-=00 ell y-t+00 eY 
Passando alle (6.21), si ha 
. log x ; 1 L.. 1 
lim = lim —=- lim —=0 
r-+00 x tto ar 1 a rt Lr 
ù 1 
. ._ log = ; 
lim x*loga = lim e 7-7 lim 2° =0 
xa-0+ r-0+ xT7® ra_-0+ (Ca)a®- a a-0+ 
Dimostrazione del Teorema 6.15 
Siamo ora in grado di fornire la giustificazione di tale teorema. 
Dimostrazione. Partiamo dalla definizione di derivata 
È , f(x) — f(o) 
f'(xo)= lim —_ 
r->To x — To 
e calcoliamo il limite mediante il Teorema di de l’Hòpital, avendo 
osservato che 
lim (f(x) — f(ro))= lim(e-0)=0. 
T_+To0 T_+To0 
Si ha dunque | . fa) 
f (To) = lim A 
T->To 
il che dimostra la tesi. O 


(Calcolo di ordini di infinitesimo e infinito 


Illustriamo con alcuni esempi come il Teorema di de l’Hòpital possa essere uti- 
lizzato per il calcolo di ordini di infinitesimo e infinito di funzioni c delle relative 
parti principali. 

Consideriamo la funzione 


f(@)=e® 1 sina 
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che è un infinitesimo per x + 0. Scelto £(x) = x, applichiamo due volte il 
Teorema di de l’Hépital (supponendo per il momento che ciò sia lecito), ottenendo 
e? —- 1- sin e? — cost . e + sina 


tim SALE _ tim = lim ©, 
x->0 Le +0 are! x-0 ala _ 1)e®- 


Per a = 2 l’ultimo limite esiste (giustificando l’applicazione del Teorema di de 

l’Hòpital) e vale 3. Concludiamo che f(x) è un infinitesimo di ordine 2 nell’origine 

rispetto all’infinitesimo campione x; inoltre, la sua parte principale è p(x) = 3a?. 
Consideriamo, poi, la funzione 


f(x) = tana, 
Leg = . _ : 
che è infinita per x + 5°. Posto g(x) = "ssi abbiamo 
2 
(64 
tane Lu sur ESE) 
lim —_ = =2lim sine lim 
r-t- ( 1 ) cat xa>I- COST 
I 
Tex 


Il primo limite vale 1, mentre al secondo applichiamo il Teorema di de l’Hépital. 
Otteniamo 
lim ——_—_—_=" lim E 
et COS a-t- — sine 
Per a = 1 tale limite vale 1. Concludiamo che la funzione tan x è un infinito del 
T 


primo ordine per x — 3, rispetto all’infinito campione g(x) = T_x La sua 


2 


parte principale è proprio (x). 


6.12 Esercizi 
1. Dire se le seguenti funzioni sono derivabili nel punto xo indicato: 


a) f(a)=x+]e-1], xo=1 ‘b)|] f(x) = sinjel, zo= 0 
|e) | n= fe!" FI. xzo=0 d) f(2@)=v14+23, xo=-1 


So 0 x=0 
2. Trovare dove sono derivabili le seguenti funzioni e calcolarne la derivata: 
a) f(a)= Vla] b) f(x) = cos|e] 


x? +1 sex>O0, “sl x?+x-5 sex>1, 
f(x) = 


r-4 ser<l1 


e) f(2)= 
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3. Calcolare, dove definita, la derivata prima delle seguenti funzioni: 


a) f(x) =3xVl+x? b) f(x) = log]sina] 


2 1 
e) f(#)= cos (e) d f@= rs 
4. Trovare il massimo e il minimo delle seguenti funzioni nell’intervallo indicato: 
a) f(x)=sinx+cosx, [0, 27] 
‘b)| f@)=22-|e+1|-2, [=2,1] 


5. Scrivere l’equazione della retta tangente nel punto di ascissa ro al grafico delle 
seguenti funzioni: 
a 


la)| f@)=log3e-2),  s0=2 0 b) f(@)=7{a:  tosl 
c) f(xa)=ev@t!, to=0 d) fa) = sint, z0=1 


(6.] Sia f(x) = 5x + x? + 205. Verificare che f è invertibile su R e che f7! è ivi 
derivabile. Calcolare (f*)'(0) e (f)'(8). 


[7.] Sia f(x) = (x - 1)e®° + arctan(log x) + 2. Dimostrare che f è invertibile sul 
suo dominio e determinarne l’immagine. 


1 
non ha altri zeri oltre a xo = — 1. 


18.) Verificare che f(x) = log(2+ x) + 27 +2 


[9.. Determinare il numero di zeri e di punti critici della funzione 
xloga — 1 
fi eee pg 
x 
(10.| Studiare i massimi e i minimi relativi e assoluti della funzione 
. 1 
f(a) =2sina + 5 cos 2x 


sull’intervallo [0, 27]. 


ll. Determinare il più grande intervallo contenente xo = 1 dove la funzione 
E 0 2 


f(x) = loga — ba 


è invertibile e scrivere esplicitamente la funzione inversa. Calcolare la derivata 
di tale funzione nell’origine. 


[(12.] 


E 


13.| 
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Verificare che vale la relazione 
log(1+%)<%, Va >-1. 


Disegnare il grafico del polinomio f(x) = 3x° — 50x3 + 135x. Determinare 
inoltre al variare del parametro reale k il massimo ed il minimo numero di 
radici reali di f(x) + k. 


Si consideri la funzione f(x) = x% — 2Vlog x. Si chiede di 

a) determinarne il dominio; 

b) studiarne la monotonia; 

c) provare che il punto (e* — 2, e) appartiene al grafico di f-! e calcolare la 
derivata di f_! in et — 2. 


|15. Data la funzione 


16. 


a? -3 
Ja) = c+1 
a) determinarne dominio, limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti; 
b) studiarne gli intervalli di monotonia ed individuarne i punti di massimo e 
minimo, specificando se sono relativi o assoluti; 
c) tracciarne un grafico qualitativo; 
d) posto 


È; 


f(x +v3) sex >0, 
g(x) = 
f(e — v3) ser<0, 


sfruttare i risultati già trovati per disegnare un grafico qualitativo di g e 
per studiarne la continuità e derivabilità nell’origine. 


Si consideri la funzione 
f(a)= ve —4|-%, 


a) determinarne dominio, limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti; 

b) determinare il segno di f; 

c) determinare gli intervalli di monotonia ed elencare tutti i punti di estremo 
di f; 

d) determinare eventuali punti di discontinuità e di non derivabilità di f; 

e) tracciare un grafico qualitativo di f. 


| 17.] Si consideri la seguente funzione 


| Ssomiiti | 


H(a)= Vee 1. 


Si chiede di 

a) studiare il comportamento di f(x) agli estremi del campo di esistenza; 

b) dire quali sono gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di non 
derivabilità di f(x); 
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c) studiare la convessità di f(x), indicando i punti di flesso; 
d) disegnare un grafico qualitativo di f(x). 


[18. | Data la funzione 
f(a)=1-e4+5, 
e 
a) determinarne il dominio e gli eventuali asintoti; 
b) discuterne la derivabilità e la monotonia; 
c) determinarne i punti di massimo e minimo, precisando se sono globali o 


locali; 
d) tracciarne un grafico qualitativo. 


19.) Sia data la funzione 
f(a) = (x? — 8|,e — 3|- 8). 


Si chiede di 

a) determinarne gli intervalli di monotonia; 

b) determinarne i punti di estremo relativo e l’immagine im f; 
c) indicare eventuali punti di discontinuità o di non derivabilità; 
d) tracciarne un grafico qualitativo; 

e) dire se esiste una costante reale a tale che la funzione 


g(e) = f(x) — ale — 3] 


sia di classe C! su tutto l’asse reale. 


120. Sia data la funzione 


log |1 + z| 
a)=-—_-, 
a= to 
a) determinarne il dominio, il comportamento agli estremi ed eventuali asin- 


toti; 

b) individuarne gli intervalli di monotonia, gli eventuali punti di massimo e 
minimo relativo e assoluto; 

c) individuarne gli intervalli di convessità e i punti di flesso; 

d) disegnarne un grafico qualitativo. 


data la funzione 
x log || 
pie 

1+log* || 
a) Si dimostri che f può essere prolungata con continuità su tutto R e si 

discuta la derivabilità della funzione g così ottenuta; 
b) si determini il numero dei punti stazionari di g; 
c) si disegni un grafico qualitativo di g che tenga conto della monotonia e di 
eventuali asintoti. 
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22. Si consideri la funzione 


le] +3 


f(x) = arctan ; 
pd 


a) Determinare il dominio di f(x), i limiti agli estremi del dominio e gli 
eventuali asintoti; 

b) determinare gli intervalli di monotonia di f(x), gli eventuali punti di 
estremo relativi e assoluti. Indicare inf f e sup f; 

c) discutere la derivabilità di f; 

d) determinare gli intervalli di concavità e di convessità di f; 

e) tracciare il grafico della funzione che evidenzi i risultati precedenti. 


[23.] Sia data la funzione 
f(x) = arcsin V2e® — e2£, 

Si chiede di 

a) determinare il dominio di f(), i limiti agli estremi e gli eventuali asintoti; 

b) stabilire in quali punti del suo dominio la funzione f è derivabile; 

c) determinare gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di massimo e di 
minimo; 

d) tracciare il grafico qualitativo della funzione f(x), in base alle informazioni 
raccolte nei punti precedenti; 

e) definire una funzione f che sia un’estensione continua di f a tutto R. 


6.12.1 Soluzioni 


1. Derivabilità: 

a) No. 

b) Calcoliamo il limite destro e sinistro del rapporto incrementale per x — 0: 
sino - 0 sin(-7) - 0 


in si, lim 


1. 
c-0+ x-0 e-07 x-0 


Dunque la funzione non è derivabile in xo = 0. 


c) Osserviamo che, per x # 0, la funzione è derivabile e si ha 
2 2 
, —1/x 
F(a)= 73° i 


Inoltre lim f(a) = lim f(x) = 0. Pertanto la funzione è continua in z9 = 0 
TI L> 


e, per il Teorema 6.15, è anche derivabile in tale punto. 
d) No. 
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2. Derivabilità: 


a) Si ha 
xx ser > 0, 
i 


ax/-x ser<0, 


pertanto f' è certamente derivabile per x # 0 con 


ro={i2 ser>0, 


2 -r ser<0. 


La funzione è continua su tutto R (perché composizione e prodotto di funzioni 
continue), in particolare lo è in x = 0. Inoltre i Pa) = Bi f(x) =0e 
quindi f è derivabile anche in x = 0 con f'(0) = 0. 
b) Derivabile in R, f(x) = — sine. 
2a sex > 0, 
{° -1 serx<0. 
d) La funzione è continua per x # 1; inoltre 


c) Derivabile in R, f(x) = 


lim (e2+x-5)=/f(1)=-3= lim (e-4) 


colt gol 
e quindi è continua anche in x = 1. Risulta 


2x +1 seax>1, 
ra={ 


1 sex <1, 


pertanto f è derivabile almeno in R \ {1}. Inoltre, applicando il Teorema 6.15 
alla derivata destra e sinistra separatamente, otteniamo 


Aia lim f@)=3, {L0)= lim #31. 


clt c-1- 


Dunque x = 1 è un punto di non derivabilità, essendo un punto angoloso. 


3. Calcolo di derivate: 
5x2 +3 
SA = TA b) f(x) = cotane 
l 1 
c) Fa) = —2pet +1 sin et +! d) f(x) = dt 
a2log” x 


I. Massimi e minimi: 
Notiamo che entrambe le funzioni sono continue e dunque i valori massimo e 
minimo esistono certamente per il Teorema di Weierstrass. 


a) Valore massimo V2 nel punto x = 7; valore minimo — V2 nel punto x = 27. 


(Gli estremi dell’intervallo sono rispettivamente punto di minimo e massimo 
relativo, ma non assoluto, della funzione.) 
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Figura 6.16. Grafico della funzione f(x) = x? — |,e +1] 2 


b) Si ha 
2 
a°+a-1 sea<-1 
Ha=15, 
ax-x-3 sex>-1. 
Per x < -1, la funzione coincide con la parabola y = (x + 3)? _ 3, Essa 
ha vertice in (3, -3) ed è convessa, quindi, nell’intervallo (--2, —1] di nostro 
interesse, essa è sempre decrescente; assume valore massimo 1 in x = -—2 e 
valore minimo — lina = 1. 
Per x > —1, la funzione coincide con la parabola y = (x — 1)? - Li che è rivolta 
verso l’alto e ha vertice in (3, — 18). Pertanto, nell’intervallo [-1, 1], essa ha un 
punto di minimo in x = } con f(3) = —18. Inoltre f(-1) = le f(1) = -3, 
quindi assume valore massimo —1linx=<-1. 
In conclusione, la funzione f ha valore minimo —!3 (raggiunto in x = 3) e 
valore massimo 1 (raggiunto in x = —2) (si veda la Figura 6.16). 
5. Rette tangenti: 
al Poiché 3 3 
‘(@a)= —— 2) = log4 '(2)=- 
r@=3>;, /@=bg4, s0=i, 


l'equazione della retta tangente richiesta è 
3 
y=J@)+S"@)\-2)=10og4+ 7-2). 


b) Y = } 
c) Poiché 
, evasi / 
Sen 0)= 0)= $ 
fa=Z==, /0=/0=e 
l'equazione della retta tangente è 
y= f(0)+f"(0)x =e+ex. 
di y=r2(x- 1). 


n 
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6. La funzione è strettamente crescente su IR in quanto somma di funzioni elemen- 

tari con tale proprietà, pertanto è invertibile su R. Inoltre, poiché f è continua 

e lim f(x) = too, dal Corollario 4.30 deduciamo che im f = R. La funzione è 
TATOO 


derivabile su R con f(x) = 5 + 3x2 + 10x4 > 0 per ogni x € R; dunque, per il 
Teorema 6.9, f7? è derivabile su tutto R. Inoltre f(0) = 0 e f(1) = 8, pertanto 


OD B 


7.La funzione è definita sulla semiretta (0, +00); è strettamente crescente sul suo 
dominio perché somma di funzioni con tale proprietà e pertanto è invertibile. (La 
stretta monotonia si può anche verificare osservando che la derivata 


1 


(x = dubai on 
Sa)=( x(1+log? x) 
è > 0 per ogni x > 0.) Inoltre f è continua nel suo dominio e, per il Corollario 
4.30, la sua immagine è un intervallo di estremi inf f e sup f. Poiché 


li 
2 


+2=1-3 e supf= lim f(x) =+0o0. 


inf f = im, f(a)=-<1- 3 lin 
risulta im f = (1—- 5,+00). 
8. La funzione è definita per x > —2, è continua e strettamente crescente nel suo 
dominio in quanto 

1 2 


F@) = r+2 » (a +2)? 


> 0, Va >-2. 


Dunque f(x) < f(1) = 0 per € < 1, f(x) > f(1) = 0 pere > 1. 


9. La funzione è definita per x > 0. Gli zeri della funzione f devono soddisfare la 
condizione 


1 
xloga-1=0 ossia logx = —. 
x 


Posto h(x) = logx e g(x) = I, osserviamo che 


h(1)=0<1=g(1) e h(e)=1>-=g(e); 
quindi, per il Corollario 4.27, esiste un punto zo € (1,e) tale che A(x0) = g(ro). 
Inoltre tale punto è unico in quanto h è strettamente crescente e g è strettamente 
decrescente. Possiamo concludere che la funzione f ha un unico zero, appartenente 
all’intervallo (1, e). 
Per determinare il numero di punti critici, calcoliamo la derivata prima: 


loga+1)-2rieloga-1) a4+2-zloga 
x = i 


x? 
fa Ò x; 
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Gli zeri di f/ sono determinati dalla condizione 


2+2 


xr+2-xloga=0 ossia logx = 


Posto g(x) = 21% = 1+ 2, osserviamo che 


2 
h(e)=1<1+-==g(e) e h(e°)=2>1+ 5 =9(e°); 


quindi, ancora per il Corollario 4.27, esiste un unico punto 70 € (e, e?) tale che 
ho) = G(%o) (l'unicità è conseguenza della stretta monotonia di A e 9). In 
definitiva, f ha un unico punto critico, appartenente all’intervallo (e, e?). 


10. Si ha, ricordando le formule di duplicazione (2.13), 
f(x) = 2c08x — sin2x = 2cosx(1— sine). 


Quindi f(x) = 0 pera =Tex= ir, f(2)>0per0<e<Teir<r<27; 


così x = 5 è un punto di massimo assoluto con f(5) = 3, x = 3r è un punto 
di minimo assoluto con f(37r) = —3. Inoltre f(0) = f(27) = } e agli estremi 


dell'intervallo [0, 27] si hanno due punti estremi. Più precisamente, x = 0 è un 
punto di minimo e x = 27 è un punto di massimo. 


11. Osserviamo che la funzione f è definita per x > 0 e x # 1, per cui il più grande 
intervallo contenente xo = } dove f è invertibile è al più (0,1). Studiamo allora, 
in tale intervallo, la monotonia stretta di f, che è equivalente alla sua invertibilità 
essendo la funzione continua nel suo dominio. Poiché 


1 1 log? x +1 
a_ 2 
x. xlogîx log a 


si verifica immediatamente che f(x) > 0 per ogni x € (0,1), ossia f è monotona 
strettamente crescente su (0,1). Per quanto detto prima possiamo concludere che 
il più grande intervallo di invertibilità cercato è proprio (0, 1). 

Per scrivere esplicitamente la funzione inversa poniamo t = log x, e otteniamo 


6 CD 2 4 
ediz, Waigo ESTE 


t 2 


Tornando alla variabile x, si ha 


yEVy?+44 


x=e 3 
Poiché siamo interessati a x € (0, 1), si avrà 


E yu-Vuyu2+4 
s=f@=e 3, 


Scambiando i simboli delle variabili, si ottiene 
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5 ea 
y=f(@)=e 3. 


Infine si ha f 1(0) = e! e pertanto 


1 1 
“Y0)= —— « — , 
YO=TI "E 
12. Consideriamo la funzione f(x) = log(1 + x) — x. È definita per a > —1 e 
i XL)= li = i — = — N 
Inoltre 


1 x 
"(x == 1 ri 
f (2) l+x l+a° 
dunque x = 0 è un punto critico di f, f(x) > 0 per a < 0 e f(x) < 0 per x > 0. 
Pertanto f è crescente in (—-1,0] e decrescente in [0, +00); 7 = 0 è il punto di 
massimo assoluto della funzione con f(0) = 0. In conclusione f(x) < f(0) = 0, per 
ogni x > —1. 


13. Si verifica che f è dispari e 


S'(x) = 150% — 150r2 + 135 = 15(x4 — 1022 + 9) 
= 15(x° — 1)(e2 — 9) = 15(e+1)(c— (e +3)(e — 3). 


Lo studio del segno di f' è riportato nella seguente tabella: 


Quindi la funzione è crescente in (—00, —3], in [-1, 1] e in [3, +00) ed è decrescente 
in {-3, 1] e in [1,3]; i punti 2 = —1 e x = 3 sono punti di minimo relativo e i 
puntix = lex = -3 sono punti di massimo relativo con 


f{(1)=-{(-1)=88 e /(8)=-f(-3)=-216. 


Inoltre 


lim f(x) = 00, lim f(x) = +00. 


Pertanto il grafico di f è quello disegnato nella Figura 6.17. 


Il secondo problema posto è equivalente a studiare, al variare del parametro È, 
il numero di soluzioni dell'equazione f(x) = —k, ossia il numero di intersezioni tra 
il grafico di f e la retta y= —k. 
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Figura 6.17. Grafico della funzione f(x) = 3x° — 50x3 + 135x 


Risulta 
per & > 216 oppure k < —216 una soluzione 
per & = +216 due soluzioni 
per & € (-216, —88) U (88, 216) tre soluzioni 
per k = +88 quattro soluzioni 
per & € (—88, 88) cinque soluzioni. 


Quindi il massimo e il minimo numero di radici reale del polinomio 3x5 — 50x3 + 
135x + k sono rispettivamente 5 e 1. 
14. Studio della funzione f(x) = x% — 2Vlog&: 
a) Poiché deve essere x > 0 e log x > 0, ossia x > 1, risulta dom f = [1, +00). 
b) Si ha 
#6) 4xtVloga — 1 
n aVloga 


e quindi 


f(@à=0 + d4eVloge=1 «> gsi(e)=loge g2(2). 


1628 


Graficamente otteniamo, per x > 1, un punto di intersezione tra i grafici di 
91 € 92, sia xo > 1 (si veda la Figura 6.18). Pertanto f'(x) > 0 per x > xo 
e f è decrescente in [1, xo] e crescente in [x0, +00). Allora xo è un punto di 
minimo e, per la monotonia, la funzione sarà invertibile negli intervalli [1, xo] 
e [r0, +00). Inoltre, 0= log1 < + e log2 > 3t7. Così 1 < z0 < 2. 

c) Poiché f(e) = e4 — 2, il punto (ef — 2, e) appartiene al grafico di f7! e 


1 e 


CPT de 1 


(Pe 2) 
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1 
Figura 6.18. Grafico delle funzioni 9g1(x) = log e g2(x) = 1608 
15. Studio della funzione f(x) = DERE 


a) Il dominio è determinato dalle condizioni x -3>0e x # -1, e dunque 


dom f = (-00, —-v3] U [V3, +00). 


Si ha 
FA La 5 x 
lim f(x)= lim '_l = lim ll = +1, 
rt+to0 rito x(1 + SÌ toto x 
lim f(2)= lim f(@a)=0, 
co V37 x-v3* 
quindi la retta y = 1 è asintoto orizzontale destro e y = —1 è asintoto 
orizzontale sinistro. 
b) Risulta 
x+3 
f(e)= 


(e + 1)2Va? — 3° 


quindi f(x) = 0 per € = -3 e f(x) > 0 per x € (-3,-v3)U (V3, +00). 
Pertanto f è crescente in [--3, — 3] e in [V3, +00), decrescente in (--00, —3]; 
in punto x = —3 è un punto di minimo assoluto con f(-3) = 6 < 1. 
Inoltre, i punti x = +v3 sono anch'essi punti di estremo, più precisamente 
Xx = —v83 è un punto di massimo relativo e x = V3 è un punto di minimo 
relativo con f(+v3) = 0. 


c) Il grafico della funzione f è mostrato nella Figura 6.19 (a sinistra). 


d) La funzione g è ottenuta traslando di V/3 la funzione f verso destra per x < 0, 
verso sinistra per x > 0. Il grafico della funzione g risulterà quindi quello 
mostrato nella Figura 6.19 (a destra). 

La funzione g risulta continua su tutto R, in particolare 


Jim 9(2)= lim f(@-v3)=f(-v3)=0= f(v3)= lim g(2). 


t-07 r_-0+ 
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Figura 6.19. Grafici delle funzioni f (a sinistra) e g (a destra) relative all’Esercizio 15. 


Inoltre 
lim g QX) = lim f' LT) = lim f' x)= +00 
x-0% | a-v3* \ vi v30 ( ) 


e quindi g non è derivabile in x = 0. 


16. Studio della funzione f(a)= Ve? — 4| — 2: 
a) La funzione è definita su tutto R e si ha 
tO va to 


Così y = 0 è asintoto orizzontale destro. Verifichiamo l’esistenza dell'eventuale 
asintoto obliquo sinistro. Risulta 


x 
lim (f(x) +2x)= lim ( x? -4+2) = lim —————_—— =, 
T->-00 LH>-00 t--0 x/a2 - 4- x 
ossia la retta y = —-2x è asintoto obliquo sinistro. 
b) È sufficiente risolvere la disequazione /|r? — 4| — x > 0. Osserviamo che 


X/lx2 — 4| > x è verificata per ogni x < 0. Per x > 0, distinguiamo due 
casi: x? —- 4< 0 (cioè 0<x < 2) e 2° - 4> 0 (cioè x > 2). 
Sia 0 < x < 2, elevando al quadrato si ha 


4-x?> x > a -2<0 <> 0<ax<v2. 


Sia x > 2, elevando al quadrato si ha x? — 4 > x? che non è mai verificata. 
In conclusione, la funzione si annulla solo per x = V2, è strettamente positiva 
per x < V2 e strettamente negativa per x > V2. 
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c) 


d) 


LX 


a) 
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Poiché 
1) V4-2a2-x se-2<2<2, 
gt) = 
a -4-2x sex <-2,r22, 
si ha 
Sè 1 se-2<x<2 
AO Re | 
i ser<-2,r>2. 
x — 


Per —-2 < x < 2, f(x) > 0sex+v4—x2 < 0 ovvero V4— x? < —«. La 
disequazione non è verificata per alcun valore di x > 0; per —2 < x < 0, 
elevando al quadrato si ha 


4-22 <22 + x°-2>0 2<r<-v2. 


Quindi f'(x) = 0 per x = — v2, f'(x) > 0 per -2< x < —v2 e f(x) < 0 per 
-vV2<r<2. 

Se x < —-2 oppure x > 2, f'(x) > 0 se x— va? — 4 > 0 ovvero Vr? — 4 < x. La 
disequazione non è verificata per alcun valore di x < —2; per x > 2, elevando 
al quadrato si ha x? > x? — 4 che è sempre verificata. Quindi f'(x) > 0 per 
r>2e f(x) <0 pera < -2. 

In conclusione f risulta decrescente negli intervalli (--00, —2] e [-v2, 2], cre- 
scente negli intervalli |-2,—v2] e [2,+00). I punti x = +2 sono punti di 
minimo relativo, il punto x = —v2 è un punto di massimo relativo. Le ordi- 
nate valgono f(-2) = 2, f(2) = —-2 e f(-v2) = 272. Quindi x = 2 è più 
precisamente un punto di minimo assoluto. 

La funzione f è continua su tutto il suo dominio in quanto composizione 
di funzioni elementari continue. Per lo studio della derivabilità, è sufficiente 
esaminare il comportamento di f' per x — +2. Poiché 


lim, Fe)=v; 


la funzione non è derivabile nei punti x = +2. 
Il grafico della funzione f è mostrato nella Figura 6.20. 


Studio della funzione f(x) = Ve?® — 1: 


La funzione è definita su tutto R e risulta 


ali f(x) = +00 e lim f(€)=-1. 


Si ha 
2 e2T 
i RI a ici 
F (1) 9 (e2© _ 1)2/3” 
per cui f‘(x) > 0 per ogni x € R\{0}, f non è derivabile per x = 0 in quanto 
lim f"(2) = +00. La funzione è crescente su tutto R. 
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Figura 6.20. Grafico della funzione f(x) = Ve? — 4|— x 


©) Calcoliamo la derivata seconda per x # 0, ottenendo 


402 el® — 3 


Fe) 9° (e2 — 1)9/8" 


Risulta f(x) = 0 per z = }log3e f(x) > 0 per x € (--00, 0)U(3 log 3, +00). 
Quindi il punto x = z log 3 è un flesso ascendente, f è convessa in (—00, 0] e in 
[log 3, +00), f è concava in [0, 3 log 3]. Con un'estensione della definizione, 
anche il punto x = 0 può essere considerato un flesso (a tangente verticale). 


d) Il grafico della funzione f è mostrato nella Figura 6.21. 


Figura 6.21. Grafico della funzione f(x) = We?2® — 1 
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18. Studio della funzione f(x) =1- ell + zi 


a) Chiaramente dom f = R. Osservando che 


lim e ll = 0, 


otteniamo immediatamente 


— el 
lim fa) _ l (1 È c)al 
x-too x L+T00 HA x e e 
slim (f@- 7) = ti (1-0) =1 


e quindi la retta y = lx +1 è asintoto obliquo completo. 
b) La funzione è continua su tutto R e non vi sono problemi di derivabilità per 
x#£0. Risulta 
Og: 
e + z Ser > 0, 


UOE 
-e' += ser<0, 
e 
da cui 
1 1 
lim f(x) = lim (-e+-)=--1 
dn P@= a (-#+7)=> 


# lim f'(2)= lim (e + s) = 2 +1 


c_40t r-+0+ 


e quindi f non è derivabile in x = 0. 
Inoltre, per x > 0, f(x) > 0. Per x < 0, f"(x) > 0 se e < 1 ossia se x < +1. 
In conclusione f è crescente su (—00, —1] e su [0, +0), decrescente su [+1, 0]. 


c) Per quanto appena visto possiamo affermare che x = —1 è un punto di massimo 
locale con f(—-1) = 1 — î, mentre x = 0 è un punto di minimo locale con 


f(0)=0. 


d) Il grafico della funzione f è mostrato nella Figura 6.22. 


19. Studio della funzione f(x) = e°(x? — 8|x - 3|— 8): 
a) La funzione è definita su tutto R. Scriviamo 
Ha) e(1° +81 — 32) ser <3, 
D xd = 
e (x? —8r +16) ser>3, 


e quindi 


a 


Sr 
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Figura 6.22. Grafico della funzione f(x) = 1-— e !?! + 5 


Pa) = e(x2+10r — 24) sex <3, 
e" (x? — 6a + 8) ser>3. 


Così se x < 3, si ha f'(x) = 0 se 2° + 10x — 24 = 0 ossia per 2 = —12 e per 
x = 2, mentre f'(x) > 0 se x € (-00,—-12) U (2, 3). Se x > 3, f/(x) = 0 se 
x? — 62 +8 = 0 ossia per 7 = 4 (si noti che x = 2 è soluzione dell’equazione 
ma non è da considerarsi in quanto 2 < 3), mentre f'(x) > 0 se x € (4, +00). 
In definitiva, f è crescente negli intervalli (-00, -12], [2, 3], [4, +00) e decre- 
scente negli intervalli [-12, 2] e [3, 4]. 


Dallo studio effettuato nel punto a) si ricava che x = —12 e x = 3 sono punti 
di massimo relativo, x = 2 e x = 4 sono punti di minimo relativo. Inoltre 
f(-12) = 166712, f(2) = —12e?, f(3) = e3 e f(4) = 0. Per determinare 


l’immagine di f, calcoliamo 
lim f(e)= lim e*(x?+8r—-32)=0, 
Td->—-00 d-+—-00 
li = lim e*(e°—8r+16) = +00. 
i f(x) slim e (x° — 8x + 16) = +00 


Poiché la funzione è continua, risulta 
im f = [min f(2), sup f(#)) = [f(2), +00) = [-126, +00). 


Non vi sono punti di discontinuità in quanto la funzione è una composizione 
di funzioni continue. Per la derivabilità, l’unico punto da studiare è x = 3. 
Risulta 


lim = lim e? (22 +10x— 24) = 1568, 
A / ne : x CS —. a 
pura, Pa) = ima, e(x° — 6x +8) = —e”, 


quindi f non è derivabile in x = 3. 
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2.107 L 
Figura 6.23. Grafico della funzione f(x) = e°(x? — 8|e — 3] — 8) 


d) Per il grafico della funzione si veda la Figura 6.23; nel riquadro compare, in 
scala differente, il grafico di f in un intorno del punto x = —12. 


e) La funzione g è continua su tutto l’asse reale e si ha 


a) e(x° +10r — 24)+a ser<3, 
I\L)7 
e"(x° — 6r+8)-— a ser>3. 


Affinché g sia derivabile in x = 3 deve essere 


lim g'(x)= 156 +a= lim g'(x)=—-e*— a; 
T_-+3- e_-3+ 
concludiamo che, per a = —8e3, g è di classe C! su tutto l’asse reale. 


20. Studio della funzione f(x) = &l43): 


a) Risulta dom f = R\{-1}. Applicando la (5.6) c), si ottiene 


lim f(a)=0t 
r-+-t00 
mentre l e 
SI 
Da ciò si deduce che x = —1 è un asintoto verticale, mentre y = 0 è un asintoto 


orizzontale completo. 
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Figura 6.24. Grafico della funzione f(x) = sala 


b) Si ha 
1- 2logle+1| 
ina 
Fas (2 +1)8 
Osserviamo che f(x) risulta derivabile in ogni punto del suo dominio e che 
F'(«) = 0 se |r +1] = ve e quindi se x = —1 + ve. Inoltre f(x) > 0 se 
x € (-00,-ve — 1) U (+1, ve — 1); pertanto la funzione è crescente negli 
intervalli (-00,—ve — 1] e (-1, —1 + ve], decrescente in [-ve — 1,-1) e 


[-1+ ve, +00); i punti x = —1 + ve sono punti di massimo (assoluto) con 
S1tv0)= x 
c) Si ha 
fa) = -5+ 6log|e + 1| 


(c+ 1)! 

da cui risulta che la derivata seconda è definita in ogni punto del dominio di f 
e f"(x) = 0 per |r + 1| = e5/, ossia per x = —1+ e. Inoltre f"(x) > 0 per 
x € (--00,—-1- e8/5)U(e5/5 1, +00); pertanto f è convessa in (-00, —1— e5/6] 
e in [e5/8 — 1, +00) e concava in [-1- e5/6, -1) e (-1, e5/ — 1]; i punti x = 
-1+e5/6 sono punti di flesso. 


d 


Il grafico della funzione f è mostrato nella Figura 6.24. 


21. Studio della funzione f(x) = ue: 


a) È chiaro che dom f = R \ {0} e poiché lim f(7) = 0 (x prevale sul logaritmo) 
La 

la funzione può essere prolungata con continuità su tutto R ponendo g(0) = 0. 

Inoltre la funzione è dispari ed è quindi sufficiente studiarne il comportamento 

per x > 0. 


Per quanto riguarda la derivabilità si ha, per x > 0, 


_ log x — log? x + log a + 1 
(1+ log? x)? 


f(£) 
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e, posto t = logx, 


3_ 2 lA 1 3 
lim f'((a)= lim Lira RO 


2-0 #4 — 00 (1 + 12)? pica zi =0. 


Dunque la funzione g, prolungata come detto prima, è non solo continua ma, 
applicando il Teorema 6.15, anche derivabile su tutto R ed, in particolare, 
g(0)=0. 

b) Dal punto a) si vede che x = 0 è un punto stazionario di g. Per individuare gli 
eventuali altri punti in cui la derivata prima si annulla, studiamo gli zeri della 
funzione ausiliaria h(t) = #3 — tf +t + 1 dove t = log con x > 0. Poiché 

lim A(t) = —00, lim A(t) = +00, 
t-00 


t--00 


h(0)=1, A’(t)=3t-2t+1>0, vVieR, 


la funzione A è crescente per ogni t ed ha un solo zero, sia esso to, negativo. Il 
suo grafico qualitativo è mostrato nella Figura 6.25 (a sinistra). 
Allora to = log xo < 0, implica 0 < 20 = eÎ0° < 1. Così, per la disparità della 
funzione, g ha altri due punti stazionari, rispettivamente in xo e — o. 

©) Per quanto ottenuto nel punto b), risulta g/(x) > 0 in (r0,+00) e g'(x) < 0 
in (0, xo). Riassumendo, e tenendo conto della disparità, risulta g crescente in 
(-00, — xo] e in [r0, +00), 9 decrescente in [--x0, xo]. Inoltre 


lim g(x) = +00 


T++00 
i I 
lim ge) = lim i = lim = 0, 
t-+o0 x tto 1 + log x t>-+oo 1 + #2 


cosicché la funzione g non ha asintoti. 
Il grafico della funzione 9g è mostrato nella Figura 6.25 (a destra). 


Figura 6.25. Grafici delle funzioni ” (a sinistra) e g (a destra) relative all’Esercizio 21 


22 


a) 


= 


d) 


. Studio della funzione f(x) = arctan 
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le|+3, 
T-3° 


Si ha dom f = R\ {3} e, esplicitando, 


= 3 
arctan 2: = arctan(-1) = "ii ser <0, 
j@)= LL 
arctan serx>0, 
r-3 
da cui 
re e, 
lim f(£) = aretan È = aretan(-c0) = -T 
i t) = arctan — = arctan(—00) = — — 
im fe o = aretan gi 
i = arctan O. — arctan(+00) = 7 
Lim, f(x) = arctan gr = arctan 00) = Dh 


Allora le rette y = —$ e y = 4 sono asintoti orizzontali (rispettivamente 
sinistro e destro). 
} Abbiamo 
0 ser<0, 
f(£) = 


PI sexr>0, x#3, 

così f(x) < 0 per ogni x > 0, x # 3 e f risulta strettamente decrescente in 
[0, 3) e in (3, +00), decrescente (in senso non stretto) in (—00, 3). Lo studente 
osservi che sarebbe sbagliato dire che f è strettamente decrescente nell’insieme 
[0, 3) U (3, +00) (si ricordi quanto detto a pag. 200). Tutti i punti 2 € (--00,0) 


sono punti di massimo e di minimo relativo non stretto, con f(x) = —7, mentre 
x =0 è punto di massimo relativo. 
Infine inf f(x) = —5, sup f(x) = 5 (si noti che non esistono né il minimo né 


il massimo della funzione). 


La funzione è senz’altro derivabile in R \ {0,3}. In x = 3, f non è definita; in 
x = 0), dove f è continua, si ha 


3 
lim f'(e)=0# lim f/(2)= li = 
Ac f (©) 5 ui f (a) in: x +9 3 
e quindi f è effettivamente derivabile solo in R \ {0,3}. 
Si ha 
0 ser<0, 
(2) = 6x 
(a2 4-9)? 
così f(x) > 0 per ogni x > 0, x # 3 e quindi f risulta convessa in [0,3) e in 
(3, +00). 


serx>0, x#83, 
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|e| +3 


Figura 6.26. Grafico della funzione f(x) = arctan csi 


e) Il grafico della funzione f è mostrato nella Figura 6.26. 


23. Studio della funzione f(x) = arcsin V2e® — e2?; 


a) Imponiamo che sia 2e” — e?® > 0 e —1< V2e® — e?2® < 1; la prima disequazione 
equivale a 2—e® > 0 ossia x < log 2. Essendo una radice sempre > 0, la seconda 
disuguaglianza si riduce a 2e® — e?® < 1. Ponendo y = e”, la disuguaglianza 
diventa y° — 2y+1= (y— 1)? > 0, che è sempre verificata. 

Quindi dom f = (—00, log 2]. Inoltre 


lim f(a)=0, f(log 2) = 0. 


L+-00 


La retta y = 0 è asintoto orizzontale sinistro. 
b) Dall’espressione 


Pla) e©(1— e?) _ e”(1— e?) 
Vvet(2- e")(1- 2e® + e2) — Ve*(2— e?)(1— et)? 
sn se 0<x< log2, 
e?(2— e?) 
= L ser< 0, 
e(2— e?) 
si vede che 
li (a)=— i (a)=- li (a) =1. 
e f(a)=-00, lim f(@)=-1, lim f(a) 


Quindi i punti di non derivabilità di f sono x = log 2, punto a tangente verticale 
e x = 0, punto angoloso. 


da 


= 
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log 2 


Figura 6.27. Grafico della funzione f(x) = arcesin V2e® — e2€ 


Si ha f(x) > 0 per ®x < 0e f(x) < 0 per 0 < x < log2. Così € = 0 è un 
punto di massimo assoluto con f(0) = 5 e x = log2 è un punto di minimo 
assoluto con f(log 2) = 0; gli intervalli di monotonia sono (—c0, 0] (in cui f è 
crescente) e [0, log 2] (in cui f è decrescente). 


Il grafico della funzione f è mostrato nella Figura 6.27. 


! Una possibile estensione continua di f è 


j a se x < log2, 


0 se x > log 2. 


7 


Sviluppi di Taylor e applicazioni 


Lo sviluppo di Taylor di una funzione, nell’intorno di un punto xo dell’asse reale, 
è la rappresentazione della funzione come somma di un polinomio e di un infini- 
tesimo di ordine superiore al grado del polinomio. Esso costituisce uno strumento 
di analisi estremamente efficace, a livello sia qualitativo sia quantitativo. Infatti, 
in un intorno abbastanza piccolo di xo, è possibile approssimare la funzione (che 
magari ha una forma complessa) con il polinomio, di cui invece è immediato sta- 
bilire le proprietà qualitative e che è facilmente calcolabile. Inoltre, gli sviluppi di 
Taylor delle principali funzioni elementari possono essere agevolmente combinati 
in modo da fornire gli sviluppi di funzioni più complesse, dando luogo a un’algebra 
degli sviluppi non dissimile dall’algebra dei polinomi. 


7.1 Le formule di Taylor 


In questo paragrafo, affrontiamo il problema dell’approssimazione di una funzione 
f, nell’intorno di un punto xo € R, mediante polinomi algebrici di grado via via 
più elevato. 

Iniziamo supponendo che la funzione sia almeno continua in 2g. Vale allora la 
formula (5.4); se introduciamo il polinomio costante (di grado 0) 


Tfozo(x) = f(c0), Va € R, 


possiamo scrivere tale formula come 


f(x) = Tfo.ro(€) "Tr o( l }}E LA Lo. (7.1) 


In altri termini, possiamo approssimare la funzione f, in un intorno di 70, mediante 
un polinomio di grado 0 in modo che la differenza f(x) — Tfo.x0(*) (detta errore 
di approssimazione, o resto) sia un infinitesimo in xo (si veda la Figura 7.1). La 
relazione (7.1) è il primo esempio di formula di Taylor. 
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y= J(2) 


F(co) + y=Tfo(x) 


Lo 


Figura 7.1. Approssimazione locale di f mediante il polinomio T' fo = T'fo,zv 


Supponiamo ora che la funzione f sia non solo continua ma anche derivabile 
in xo. Vale dunque la prima formula dell’incremento finito (6.10); introducendo il 
polinomio di primo grado in x 


Tfi,xo(®) = f(r0) + f'(c0)(£ — xo), 


il cui grafico è, come sappiamo, la retta tangente al grafico di f in xq (si veda la 
Figura 7.2), la relazione (6.10) si scrive come 


f(a)=Tf1xo(x)+o(x — xo), + to, (7.2) 


che è una nuova. formula di Taylor: essa dice che una funzione derivabile in xo può 
essere approssimata nell’intorno di tale punto mediante un polinomio di primo 
grado, con un errore di approssimazione che non solo tende a 0 per x + o, ma 
che è un infinitesimo di ordine superiore al primo. 

Se invece f è derivabile in tutto un intorno di 20, tranne al più in x, possia- 
mo usare in tale intorno la seconda formula dell'incremento finito (6.12), in cui 
poniamo x1 = %o e 22 = x e che scriviamo come 


f(x) =Tfoxo(t) + f'(T)(c — co), (7.3) 


dove % è un opportuno punto compreso tra xo e x. Si confronti tale relazione con la 
formula (7.1): abbiamo ora a disposizione una espressione quantitativamente più 
precisa dell’errore di approssimazione, o resto. Essa permette ad esempio di dare 
una stima numerica dell’errore, una volta noti l’incremento x — xo e una stima 
numerica della grandezza di f' in un intorno di xp. Anche la (7.3) è una formula 
di Taylor, in cui il resto è espresso nella cosiddetta forma di Lagrange. Diciamo 
invece che nelle (7.1) e (7.2) il resto è nella forma di Peano. 
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y= f(x) 


y=T fi(x) 


f(o) 


To 


Figura 7.2. Approssimazione locale di f mediante il polinomio T'f1 = T'fi,xo 


Dopo aver approssimato la funzione mediante polinomi di grado 0 oppure 1, 
commettendo un errore che è rispettivamente 0(1) = o((x — x0)°) e o(£ — zo) 
per x — o, è naturale chiedersi se sia possibile approssimare f mediante un 
polinomio di secondo grado, commettendo un errore che sia o((a _ to)?) per a — 
xo. Cerchiamo dunque se esiste un numero reale a tale che si abbia 


f(x) = f(&0) + f'(20)(x — 20) + ala — 20)? + o((e — t0)?), c-+ ro. (7.4) 
Ciò significa che 


lim f(x) — f(10) — f'(#o)(e — 20) — ale — 20)? 


= 0. 
T-T0 (x — xo)? 


Applicando il Teorema di de l’Hòpital, tale condizione è verificata se 


i f(x) — f(x) — 2a(x — xo) 


= 0, 
T-T0 2(e — xo) 
OVVero se i l 
bm (1°/0 a) la 
coro \2 X—- To 


ossia ancora se 


2x0 x — Xo 
Concludiamo che la (7.4) è soddisfatta se il limite a primo membro esiste finito, 
cioè se f è derivabile due volte in xo; in tal caso, il coefficiente a vale 3 f"(xo). 
Siamo quindi giunti alla nuova formula di Taylor (con resto nella forma di Peano): 
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y= f(x) 


y=Tf2(x) 


f(o) | 


To 


Figura 7.3. Approssimazione locale di f mediante il polinomio 7’ fo = T'fa,x0 


dove ] 
Tfao (1) = f(20) + P(20)(2 — 20) + 34" (20) (1 — 20)? 
dicesi polinomio di Taylor di f in xo di grado (o ordine) 2 (si veda la Figura 7.3). 


Il procedimento appena descritto per la costruzione dell’approssimazione di f 
di ordine 2 può essere reiterato, al fine di costruire approssimazioni polinomiali di 
f di ordine via via crescente. Il risultato preciso è contenuto nel seguente teorema. 


Teorema 7.1 Sian > 0 ed f derivabile n volte în xo. Allora, vale la formula 
di Taylor 
f(x) =Tfnvo(®)+o((r-<0)"), ro, (7.6) 


dove 


Tfn,xo (€) = SE Tai (1o)(c — xo)F 
k=05s 


(7.7) 
= f(xo) + f'(co)(e — ro) +... + RICO — to)”. 


Il polinomio T'fn,xp(x) dicesi polinomio di Taylor di f in xo di grado (0 
ordine) n, mentre il termine 0((x — x0)”) nella (7.6) dicesi resto di ordine n 
nella forma di Peano. La rappresentazione di f data dalla formula (7.6) dicesi 
sviluppo di Taylor di f in x di ordine n, con resto nella forma di Peano. 


Con un'ipotesi più forte su f, siamo in grado di dare un’espressione più precisa 
del resto nella formula di Taylor; essa estende la (7.3). 
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Teorema 7.2 Sia n > 0 ed f derivabile n volte, con derivata n-esima con- 
tinua, in xo; inoltre, sia f derivabile n+1 volte in un intorno di xo, tranne 
eventualmente nel punto xo. Allora, vale la formula di Taylor 


f@=Tfnm()+ 777 


per un opportuno ©% compreso tra xo e x. 


L’espressione precedente del resto dicesi resto di ordine n nella forma di La- 
grange, e la (7.8) rappresenta lo sviluppo di Taylor di f in xo di ordine n, con 
resto nella forma di Lagrange. 

Per le dimostrazioni dei Teoremi 7.1 e 7.2 & Sviluppi di Taylor. 


Notiamo infine che uno sviluppo di Taylor nell’origine (xo = 0) si chiama anche 
sviluppo di Maclaurin. Un’utile proprietà che permette di semplificare il calcolo 
degli sviluppi di Maclaurin è la seguente. 


Proprietà 7.3 /l polinomio di Maclaurin di una funzione pari (rispettiva- 


mente dispari) contiene soltanto potenze pari (rispettivamente dispari) della 
variabile indipendente. 


Dimostrazione. Supponiamo che f sia una funzione pari, derivabile n volte in un 
intorno dell’origine. La proprietà segue dalla (7.7) con xo = 0, 
se facciamo vedere che tutte le derivate di ordine dispari di f si 
annullano nell’origine. 

Ricordando la Proprietà 6.12, dall'ipotesi che f sia pari deducia- 
mo che f' è dispari, f” è pari, f'” è dispari e così via. In generale, 
le derivate di ordine pari f‘*) sono funzioni pari, mentre le deriva- 
te di ordine dispari f‘(2*+!) sono funzioni dispari. Per concludere, 
è sufficiente osservare che una funzione dispari g definita nell’o- 
rigine necessariamente si annulla in tale punto; infatti, ponendo 


x = 0) nella relazione g(—x) = —g(x) si ottiene g(0) = —g9(0), da 
cui g(0) = 0. 
Analogamente si ragiona nel caso in cui f sia dispari. O 


7.2 Sviluppi di Taylor notevoli 


Determiniamo ora gli sviluppi di Taylor di alcune funzioni elementari. Nel succes- 
sivo Paragrafo 7.3, useremo tali risultati per ottenere gli sviluppi di diverse altre 
funzioni. 
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Funzione esponenziale 

Sia f(x) = e”. Ricordando che tutte le sue derivate coincidono con e”, abbiamo 
S®)(0) = 1 per ogni & > 0. Pertanto, lo sviluppo di Maclaurin di ordine n con 
resto di Peano della funzione y = e è 


ia 
(n+1) 


Der per un certo ® compreso tra 0 e x. | (7.10) 


I polinomi di Maclaurin della funzione e? di ordine n = 1,2,3,4 sono rappresentati 
in Figura 7.4. 


Osservazione 7.4 Poniamo x = 1 nella formula precedente: 


n 1 eF _ 
e= PATENTI (con 0<&< 1). 
k=0 
A f 
Ti 
Tfs 
Tfa 
Tfs TÀ 
T fa I 
VA 
i >er - 
(0) 
Tf3 Tf 


Figura 7.4. Approssimazione locale di f(x) = e” mediante i polinomi Tfa1 = Tfao per 
n= 1,2,3,4 
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Per ogni n > 0, otteniamo dunque un’approssimazione (per difetto) del numero e, 


data da. 
ZL 1 
k=0 


inoltre, osservando che 1 < e® < e < 3, abbiamo pure una stima dell’errore 
commesso: 


bi ve: 
Mm+D °° S apr 


Poiché il fattoriale cresce molto velocemente al crescere di n, la successione {e,,} 
converge verso il limite e in modo molto veloce, a differenza di quanto faccia la 
successione {an = (1 + 1)"} usata per definire il numero di Nepero (si veda la 
Tabella 7.1 e la si confronti con la Tabella 3.1). Pertanto, la (7.11) rappresenta 
un'ottima formula per il calcolo numerico approssimato del numero e. O 


di 


en 


1.0000000000000 
2.0000000000000 
2.5000000000000 
2.6666666666667 
2.7083333333333 
2.7166666666667 
2.7180555555556 
2.7182539682540 
2.7182787698413 
2.7182815255732 
2.7182818011464 


O 90 N Sè CU WIN Oo 


_ 
(en) 


Tabella 7.1. Alcuni valori della successione en definita in (7.11) 


Lo sviluppo della funzione f(x) = e” in un punto xo generico si ottiene 


osservando che f®)(x0) = ef e dunque 


(= 20? 


2 


et = ef0 + e?(x — ro) +e” 


ma SE ATA 
Le +o((2 — xo)"). 


Funzione logaritmo 
Sia f(x) = log x. Le sue derivate successive sono 


P@a=-=0, P@=(-1a?, lf" =(-1(-2)e, 
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e, in generale, 
SA) = (DAME DI 27°. 


Ne segue che, per k > 1, 


ki 


il 
Db i 


e dunque lo sviluppo di Taylor di ordine n di f in xp = 1 risulta essere 


Effettuando il cambiamento di variabile indipendente x — 1 + , otteniamo 
immediatamente lo sviluppo di Maclaurin di ordine n della funzione log(1+ x) 


log(1+ x) 
(7.13) 


I polinomi di Maclaurin della funzione y = log(1+ x) di ordine n = 1,2,3,4 sono 
rappresentati in Figura 7.5. 


h T f3 Tf 
/0 7 
Ti / 
Tf2 / 
Tf3 | f Th Tfa 
Tfi 


Figura 7.5. Approssimazione locale di f(x) = log(1 + x) mediante i polinomi T'fn = 
Tfn,o per n = 1,2,3,4 


7.2 Sviluppi di Taylor notevoli 239 


Funzioni trigonometriche 

Consideriamo la funzione f(x) = sinx. Ricordando che il seno è una funzione 
dispari, in base alla Proprietà 7.3, il suo sviluppo di Maclaurin contiene sol- 
tanto potenze dispari. Abbiamo f(x) = cosx, f”/(x) = — cose e, in generale, 
{@FTD (2) = (1) cos; dunque, fl*+1) (0) = (--1)F. Ne segue che il suo sviluppo 
di Maclaurin di ordine n = 2m + 2 è 


gm +1 


(2m +1)! 


RE (= DE Sr o(amt2) 


x2k+1 (7.14) 


= LD EI FIDI +o(e*rt2), 


k=0 


Si osservi la particolare struttura di tale sviluppo, tipica degli sviluppi di Maclaurin 
delle funzioni dispari. Il polinomio di Maclaurin 7 fom+2,0 di ordine pari 2m +2 
coincide con il polinomio 7 fam+1,0 di ordine dispari 2m + 1, essendo f?"+2)(0) — 
0. Arrestando lo sviluppo all’ordine 2m + 1, si avrebbe 


se 2k+1 


È =: _\F x ,2m+1 
SD: 1) ati to ), 


ma la (7.14) è preferibile, in quanto fornisce un’informazione più precisa sul com- 
portamento del resto per x — 0. I polinomi di Maclaurin della funzione y = sin x 
di ordine 2m + 1 per 0 < m < 6 sono rappresentati in Figura 7.6. 


Tfr T fo 
Tfu Tfs Tfs. Tha Tf 
Ni 
T => 
Tfi Tf3 T fs Tf3 Tfu 
T fo Tfr 
Figura 7.6. Approssimazione locale di f(x) = sine mediante i polinomi Tfam+i = 


Tfam+1,0 per0<m < 6 
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Tfs T fs 
Tfi2 Ti T PA Tfr2 


T fio Tfr Tf2 Tfo 
T fe T fe 
Figura 7.7. Approssimazione locale di f(x) = cosa mediante i polinomi T fam = T famo 
perl1<m< 6 


Per quanto riguarda la funzione pari f(x) = cos, il nt sviluppo di Maclaurin 
contiene solo potenze pari. Abbiamo f"(x) = — cos x, f(x) = cosa e, in genera- 
le, fl2£)(x) = (-1)f cos x; dunque, f(2£)(0) = (-1)f. Ne segue che il suo sviluppo 
di Maclaurin di ordine n = 2m + 1 è 


am 


+ ol: CR) 


+(— 1)m__ T 
2m)! 
Hr (7.15) 


Valgono per tale sviluppo considerazioni analoghe a quelle fatte per lo sviluppo 
della funzione sin x. I polinomi di Maclaurin della funzione y = cos x di ordine 2m 
per 1 < m < 6 sono rappresentati in Figura 7.7. 


Funzioni elevamento a potenza 


Consideriamo la famiglia di funzioni potenza f(x) = (1+x)®, con a € R arbitrario. 
Abbiamo 


e, in generale, f(x) = a(a — 1)...(a-Kk+1)(1+x)®-£. Dunque 
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f(0)=1, IO) n e Sa bi 


È allora conveniente estendere la definizione di coefficiente binomiale data in (1.10) 
al caso in cui a sia un numero reale qualsiasi, ponendo, in analogia con la (1.11), 


a(a—1)---(a-k+1) 
ki! 


per k > 1. (7.16) 


(7.17) 


Dettagliamo alcuni casi particolari notevoli della precedente famiglia di svilup- 
pi. Pera =-1 si ha 


(7.18) 


Invece, per a = È abbiamo 


(3) _ li E -3 (£) se Di 2 _ Ti 


I polinomi di Maclaurin della funzione y = V1+< di ordine n = 1,2,3,4 sono 
rappresentati in Figura 7.8. 
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A 
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ud 
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i \0 


Figura 7.8. Approssimazione locale di f(x) = V1+ x mediante i polinomi Tfn = T'fno 
per n = 1,2,3,4 


Per comodità dell’allievo, riportiamo nella sottostante lista gli sviluppi di Ma- 
claurin con resto di Peano ottenuti finora. Una lista più completa si trova a 
pag. 444. 


a? ab a n 

e=14rt 94. +artib toe ) 
fia Lib 

log(1+2)=x- 7 +...+(-1)°7— +0(2") 


: coua 
o et 


5 gamtl NICO. 
=! gres il Miprne A m 
lee e) 
i gii n ae DA 
cose=l- +77 +01) TI ) 


—1 
(1+2x)°=1+ax+ Solta. ()er+oa) 


1 
l+x 


1 1 1 
VI+e=1+30-30°+2°+0(29) 


=1-x+x°-...+(-1)"e" +0(x") 


7.3 Operazioni sugli sviluppi di Taylor 


Se la funzione f ha una espressione piuttosto complicata, che fa intervenire di- 
verse funzioni elementari, può non essere agevole calcolare lo sviluppo di Taylor 
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di f usando la definizione, cioè calcolando il valore in xo delle derivate di f fino 
all’ordine n. Al contrario, partendo dagli sviluppi noti delle funzioni elementari, è 
spesso più conveniente combinarli - secondo procedimenti illustrati qui di seguito - 
in modo da pervenire a quello di f. 

Questo approccio è giustificato dal seguente risultato. 


Dimostrazione. 


Dalla (7.19) si ricava che 


P.(x) = f(x) + (2), con g(x) =0((x — x0)") per a + zo. 
Analogamente, dalla formula di Taylor per f in xo, 
Tu(e)=f(2)+%(2), con y(e)=0((2-20)"). 
Dunque 
Pn(x) - Tu(x) = (2) - We) = 0((r— z0)"). (7.20) 


D'altro canto, la differenza P, (x) -T,(x) è un polinomio di grado 
< n, e dunque si potrà scrivere come 


Pn(a) - Ta(x) = -L cp(e — ro)". 


Dobbiamo dimostrare che tutti i coefficienti cx sono nulli. Per 
assurdo, supponiamo che esistano dei cy non nulli, e sia m il più 
piccolo indice compreso tra 0 ed n tale che c,n # 0. Allora 


Pa(x)-Tx()= )_ ca(e— 20)" 


k=m 
e, dividendo per (x — xo)”, si ha 


Pr(x) — Ta(x) 
(® — xo)" 


n 
= mt ;» ca(a — "7 nile! 


k=m+1 
Passando al limite per x + xo e ricordando la (7.20), si ottiene 
0= Cm 


contro l’ipotesi. O 
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La proposizione appena dimostrata ci assicura che, qualunque sia la strada con 
cui arriviamo ad una espressione del tipo (7.19) (purché matematicamente lecita), 
essa fornisce precisamente lo sviluppo di Taylor di ordine n in xo di f. 


_ 


Esempio 7.6 


Supponiamo di sapere che una funzione f(x) soddisfa 


f(a)=2-3(x-2)+ (2-21 


IL 
Allora, ricordando la (7.7), deduciamo che 
” HI (6 
3 Mo a, LR LR) LL 
e quindi 
3 


Per semplicità, supporremo nel seguito che ro = 0. A questa situazione ci si 
può sempre ridurre con il cambiamento di variabile indipendente x + t = x — xo. 


Siano ora 


f(x) = 0 + 01% +... + ana" + 0(x"°) = pa(a) + 0(x”) 


g(x) = bo +b1r +... + bre” + o(x") = gn(e) + 0(x”) 
gli sviluppi di Maclaurin di due funzioni f e g. 
Somma algebrica di sviluppi 
Abbiamo, usando la (5.5) a), 


f(e) + g(2) = 


n(£) + 0(x")] + [gn (x) + o(x°)] 
(2) + an(2)] + [o(1") + o(e")] 
= Pn(c) + an(e) + 0(x°). 


Dunque lo sviluppo di una somma algebrica di funzioni è la somma algebrica degli 
sviluppi. 


Esempio 7.7 


Calcoliamo gli sviluppi di Taylor nell’origine delle funzioni seno e coseno iperbo- 
lico introdotte nel Paragrafo 6.10.1. Abbiamo 
2 g2n+2 


XL 
E 2-1 pb... H 2n+2 
e +tr+3 Cn+3) o(x ), 
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e, cambiando x in 2, 


et=1-e+ 7-4 Poltg97%), 


Dunque 
l (PRE x x gir dia 
sinha = (e — e “)=x4 ata Cin) tolx ) 
Procedendo in modo analogo, si perviene allo sviluppo 
1 x? xi 2n 
coshe = 3 (e +e ERE gi 


Si noti l’analogia con gli sviluppi di sin x e cose. O 


+ o(x?9+1) ; 


Nello sviluppare la differenza f — 9g, si può verificare la cancellazione di tutte 
le potenze di x di esponente < n, se ciascuna di queste compare nei due sviluppi 
con lo stesso coefficiente. Per ottenere la prima potenza di x con coefficiente non 
nullo, è necessario allora partire da sviluppi di f e di g di ordine n/ > n. In 
generale, non si può dire a priori quale sia il valore minimo di n’ necessario, e si 
procede per tentativi. Si ricordi comunque che se si usano sviluppi più ‘lunghi’ 
dello stretto necessario, si fanno calcoli che a posteriori si riveleranno inutili, ma 
non si commette errore. Al contrario, se gli sviluppi sono più ‘corti’ del necessario, 
si perviene a risultati non significativi, 0, peggio ancora, in certe situazioni si 
commette errore. A buon intenditor... 


Esempio 7.8 


Si voglia determinare l’ordine di infinitesimo in 0 di 
h(ax)= e - V1+2x 

mediante lo sviluppo di Maclaurin della funzione A (si veda a tale proposito il 
successivo Paragrafo 7.4). 
Se si usano gli sviluppi al primo ordine di 

f(a)=e=14+x+0(2) 
e di 

g(a)=Vv1+2x=1+2+0(2), 
si ha una cancellazione, e si può solo dire che 
h(x) = o(2), 

il che non basta a determinare l’ordine di infinitesimo di A. Se invece usiamo gli 


sviluppi del secondo ordine 
2 


file) =e*=14 2+3 +0(x°) 
2 


g@)=vI+22=1+2-5+0(22), 


allora 
h(x)=2x" + 0(x°), 


dunque A(x) è un infinitesimo del secondo ordine nell’origine. LC 
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Prodotto di sviluppi 


Abbiamo, usando ripetutamente la (5.5) d) e poi la (5.5) a), 


= Pr (1)In(£) + pn(1)o(1") + an(2)o(1") + o(e")o(c") 
= Pn(2)Gn(1) +2") + (2°) + o(a?") 
= Pn(t)gn(c) + 0(c") 


Nell’eseguire il prodotto pn(x)gn(x) otterremo potenze di x di esponente > n; 
ciascuna di esse è un o(x”), dunque potremo fare a meno di calcolarla. In altri 
termini, scriveremo 

Pr(1)AIn(£) = rn(2) + 0(x"), 
dove rn (x) contiene tutte e sole le potenze di x di esponente < n. Se ne conclude 
che 


f()g(x) = rn(x) +2"). 
Esempio 7.9 


Calcoliamo lo sviluppo al secondo ordine nell’origine di 


h(a)=Vv1+%xe”. 


Abbiamo 
2 
f(a) =vita=1+35- +1), 
2 
g(x) = e” = 1424 7+0(29), 
dunque 


h(e)= (1+3-5) (1+2+5) + 0(x°) 


ea i ai ai ca PT) 
= x (e) 
2 202 '|4 Cas E E 


7 
=l1+ 50 + 3° + 0(x°). 


Abbiamo riquadrato i termini di ordine superiore al secondo nel prodotto dei due 
polinomi, cioè quelli che vengono inglobati nel simbolo 0(x?) (e dunque possono 
non essere calcolati esplicitamente). L 


Quoziente di sviluppi 


Supponiamo che g(0) # 0. Posto 
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cerchiamo uno sviluppo di 
n 
h(x) = rn(x) +o(e"), con rn(x) = ) cpaP. 
k=0 
Dovrà essere 


e dunque 

Pn(£)An(£) + 0(£") = pr(e) +o(e"). 
Ciò significa che la parte di grado < n del polinomio (di grado 2n) rn(x)gqn(x) 
deve coincidere con pn(r). Ciò permette di determinare i coefficienti cy di r,(), 
in ordine crescente di indice, a partire da co. Il calcolo può essere organizzato 
secondo le regole di divisione dei polinomi, purché questi siano ordinati secondo le 
potenze crescenti di x: 


bo + b1x + bar? +... + bna" + o(x") 
09: CE sed Call + (1°) 


ao + 01% + a9£? +... + ana" + 0(x") 
ao +ajx +a5x° +... + al,x" + 0(x") 
0+d10r + d20° +... + dna" + 0(x") 
ar +05x° +... + ar" + 0(x") 


Esempi 7.10 

ex 
-_ 3+2log(1+ 2) 
(7.9) e (7.13), si ha e” = 1+x+3x2+0(x2), e 3+2log(1+2) = 3+2x—x°+0(x°); 
eseguiamo la divisione 


i) Calcoliamo lo sviluppo al secondo ordine di h(x) . Usando le 


1+x+ 3°” +o(x°) |3+2x-x°+0(x?) 
1+ so - 30° + 0(x°) ; + 5% + Ho + 0(x°) 
3% + na? + 0(x?) 
3% + ca? + (x?) 
i3a? +0(x°) 
pae? +0(x°) 
o(x°) 


1 1 
da cui h(x) = 3 + 9 bet 4 (0°). 
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ii) Calcoliamo lo sviluppo al quarto ordine di h(x) = tana. Poiché la funzione 
è dispari, è sufficiente calcolare il polinomio di Maclaurin del terzo ordine che 
coincide con quello del quarto. Abbiamo 


23 3 dd 3 
sne=ax- 7 +01) e cosr=1- > +o(e )i 
dividendo 
3 2 
Vale T +o(x*) |1- > + 0(x3) 
3 3 
Vola = +o(x8) | x + n + 0(x8) 
3 
da 3 
3 o(x°) 
3 
x Je ; a 
tor) 
o(x3) 
otteniamo 


3 3 


tanc=x+ + o(1°)=x+ sata o(a). 


3 3 


Sviluppo di una funzione composta 
Sia 
2 ) 
f(x) = a1x + a22°+... + ana” + o(x") 


lo sviluppo di Maclaurin di una funzione infinitesima per x + 0 (dunque ag = 0). 
Sia poi 
g(y) = bo + by +... + bny” + o(y") 


lo sviluppo di Maclaurin (rispetto a y) di un’altra funzione g(y). Si noti che 
o(y”) significa infinitesimo di ordine superiore a y" per y 0, 
che possiamo anche scrivere 
o(y") = y"0(1) con 0(1) —> 0 pery— 0. 


Possiamo dunque formare la funzione composta h(x) = g( f (2). Sostituendo y = 
f(x) nello sviluppo di g(y) abbiamo 


9(£()) = do + b1f(£) + b2[f(0)]? +... + ba lf(0)]" + [f(@)]"(1). 


Si noti che, per la continuità di f(x) in 0, si ha che y = f(x) + 0 per x + 0, dunque 
nell’espressione precedente 0(1) + 0 anche per 2 — 0. Inoltre, dallo sviluppo di 
un prodotto si ha che 


[f(@)]" = ate" + o(£"). 
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Dunque 


[f(®)]"0(1) = o(x") per x — 0. 
1 


Sviluppando le potenze [f(x)]F ( 
9 


(a < k < n) rispetto ad « fino all'ordine n, si 
perviene allo sviluppo di ( f(x di 


Esempi 7.11 


i) Calcoliamo lo sviluppo di ordine 2 in 0 di h(x) = ev!+®7!. Poniamo 


Allora 


2 
3- + )+ 


VORSESI 5 
=14(5- +09) +1 


2 8 
=1+ 5 + 0(x°). 
ii) Calcoliamo lo sviluppo di ordine 3 in 0 di 


1 
h(a)= —— —-. 
(8) 1+log(1+%) 
Questo sviluppo può essere calcolato come sviluppo di un quoziente. In al- 
ternativa, possiamo pensare A(r) come una funzione composta, precisamente 
da 


x 33 
Fa) =log(1+2)=e- D+ +00) 
e da 
gy=——=1-4+399- +08). 
1+y 
Allora 
a: dî i gi gi RO 
ha)=1-(2-T+T +02) +(r-T+T +09) 
x? 3 sip A 
(e E -o(x*)) +0(x°) 
gi 3 2 3 3 3 3 3 
=1 (è pt 3 + o(x ))+ — x° +0(2°)) — (2° +0(29)) + (25) 
2 3 
21 pa ff -o(28) O 
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Osservazione 7.12 Quando f(x) è un infinitesimo di ordine superiore al primo 
nell’origine, è possibile ‘risparmiare’ calcoli, nel senso che si può ottenere uno 
sviluppo di ordine n di h(x) = 9(f(x)) partendo da sviluppi di ordine < n di g(y). 
Ad esempio, se f è un infinitesimo di ordine 2 nell’origine (cioè a1 = 0, a2 # 0), 
allora [f(x)]f = afx?* + 0(x2*), dunque per ottenere uno sviluppo di ordine n di 
h(x) è sufficiente partire da uno sviluppo di ordine % (se n è pari) oppure 2#* (se 
n è dispari) per la funzione g(y) (mentre, in generale, f(x) deve essere sviluppata 
fino all’ordine n). O 


Esempio 7.13 


Calcoliamo lo sviluppo al secondo ordine di 


h(x)=vcosa = V1+ (cose — 1). 


Poniamo 
2 
f(a)=cosxr - 1= 3; +0(x2) (2° ordine) 
g()=VI+y=1+3+0(y) (1° ordine). 
Allora 
Lf 
h(a)=1+ 3 (-5 + o(2?)) + 0(x°) 
12 
=1- "a +o(x°) (2° ordine). O 


Sviluppi asintotici (non di Taylor) 


Quando una funzione f(x) è infinita per 2 — 0 (oppure per x + xo), è in molti 
casi possibile dare uno sviluppo ‘asintotico’ di f(x) secondo potenze crescenti di x 
(o di x — xo), ammettendo anche potenze negative. In altri termini, 


a- a- a_ 
fa)= + = Pausb - +ao +a;£ +... + ana” + 0(2"). 
Questo permette di meglio comprendere il modo con cui f tende a infinito. Infatti, 
se am # 0, f risulterà un infinito di ordine m rispetto all’infinito campione x 1. 
Spesso è possibile arrivare a uno sviluppo del tipo precedente, partendo da 

1 
F(2) 


Anche in questo caso, ci limitiamo ad illustrare il procedimento con un esempio. 


sviluppi di Taylor di (che è infinitesima per x — 0). 


Esempio 7.14 


Si voglia dare uno sviluppo ‘asintotico’ per x — 0 della funzione 


= 


Dallo sviluppo della funzione esponenziale, arrestato ad esempio al terzo ordine, 
abbiamo 
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2 3 2 
e — 1 ++ talea (14747 +08). 
Dunque 


1 


1 
si (1) i 2 . 
Cilea) 
2° 6 
La seconda frazione può essere sviluppata usando lo sviluppo di Maclaurin di 


1 
=1 2 to 2 ; 
iu y+y + 0(y°) 
ponendo 
2 
y=5+ +), 


si otterrà 
1 00 ca D 1 1.x 
{a)==(1-3+5+0(e )) =2-3+3 toa), 

che rappresenta uno sviluppo asintotico della funzione f nell’origine. Da esso si 
può dedurre ad esempio che, per x — 0, la funzione f(x) è un infinito di ordine 
1 rispetto all'infinito campione g(x) = 1. 
Inoltre, trascurando il termine in x e scrivendo f(x) = 1 — } + 0(1), otteniamo 
che la funzione è asintotica all’iperbole 


7.4 Uso degli sviluppi di Taylor nello studio locale di una 
funzione 
Lo sviluppo di Taylor di una funzione f(x) in un punto permette di studiare il 
comportamento locale di f in un intorno di tale punto. Esaminiamo nel seguito 
alcune significative applicazioni. 
Ricerca di ordini di infinitesimo e di parti principali 
Sia 

f(x) = ao +a1(e — 20) +... + an(e — 0)" + o((x — 20)”) 


lo sviluppo di Taylor di ordine n di f in un punto xo, e supponiamo che per un 
certo intero m tale che 1 < m < n si abbia 


Qq = G1 = ...= Gm-1=0, ma Am #0. 


Allora f(£) = &m(@— 20) + o((c — 20)") 


e dunque f(x), in un intorno di xo sufficientemente piccolo, si comporterà come la 
funzione polinomiale 


P(£) = am(x — co)", 
che ne costituisce la parte principale rispetto all’infinitesimo campione y = x — xo. 
In particolare, f(x) sarà un infinitesimo di ordine m rispetto a tale campione. 
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Esempio 7.15 


Si voglia calcolare l’ordine di infinitesimo e la parte principale per x + 0 della 


funzione f(x) = sinx-x cosr— 1x8 rispetto all’infinitesimo campione 0(x) = x. 
gr p 


Usando gli sviluppi di Maclaurin delle funzioni seno e coseno si ottiene facilmente 


fa) == Ta +o(x°), x+0. 


PAS f è un infinitesimo di ordine 5 e la sua parte principale vale p(x) = 
— 32). Si osservi che ottenere lo stesso risultato con il Teorema di de l’Hòpital 
sarebbe risultato ben più gravoso dovendosi derivare 5 volte la funzione. O 


Comportamento locale di una funzione 


Se di una funzione f conosciamo lo sviluppo di Taylor del secondo ordine nell’in- 
torno di una punto xo, 


f() = an +a1(x — 20) + a2(x — 20) + 0((x — x0)?), x > o, 
allora dalla (7.7) deduciamo che 


F(xo) = a0, F'(20) = 1, F"(x0) = 2a2 . 


Supponiamo che f e la sua derivata prima e seconda siano continue in un intorno 
di ro. Allora, grazie al Teorema della permanenza del segno, i segni di ao, a, e az 
(qualora tali quantità siano diverse da 0) coincideranno rispettivamente con i segni 
di f(x), f(x), f"(x) in tutto un intorno di xo. Ciò permette, in particolare, di 
conoscere la monotonia e la convessità di f in tale intorno, applicando il Teorema 
6.26 b2) e il Corollario 6.37 b2). 


Esempio 7.6 (seguito) 


Riprendendo l’Esempio 7.6, abbiamo f(2) > 0, f'(2) < 0 e f”(2) > 0. Dunque, 
in un intorno di xo = 2, f sarà strettamente positiva, strettamente decrescente 
e strettamente convessa. C 


I casi in cui a) = 0 oppure as = 0 sono considerati nel seguito. 


Studio della natura di un punto critica 


Sia xo un punto critico di una funzione f, derivabile in un suo intorno. Sappiamo 
(Corollario 6.27) che se f’ è di segno diverso a destra e a sinistra di xo, allora x0 
è un punto di estremo per f; invece, se f’ è di segno costante a destra e a sinistra 
di zo, allora xo è punto di flesso a tangente orizzontale per f. 

In alternativa all'analisi del segno della derivata prima nell’intorno di ro, quan- 
do f ammette derivate di ordine superiore in xy è possibile studiare la natura del 
punto critico analizzando la prima derivata di f che non si annulla in tale punto. 
Vale infatti il seguente risultato. 
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Teorema 7.16 Sia f derivabile n volte (n > 2) in xo e si abbia 


f'(co)=...= f-D(r0) =0, FO (70) #0 (7.21) 
per un certo m tale che 2 < m < n. Allora: 


î) se m è pari, xo è punto di estremo per f, e precisamente è punto di 
massimo se fl®)(xo) < 0, punto di minimo se fO (xo) > 0; 

ti) se m è dispari, xo è punto di flesso a tangente orizzontale per f, e pre- 
cisamente è punto di flesso discendente se f")(xo) < 0, ascendente se 
fe (0) > 0. 


Dimostrazione. Confrontiamo f(x) con f(x) in un intorno di rp. Partendo dalla 
formula di Taylor (7.6)-(7.7) e usando le ipotesi (7.21), otteniamo 


JP ")(x0) 


(er — ro)" + 0((x— xo)" ). 
ml! 


f(x) f(xo) = 


Scrivendo o((x — 10)") = (x — ro)" 0(1) e raccogliendo il fattore 


(x — ro)". abbiamo 


SERALI $ 
f(x) — f(To) (x — zo)” ea u h(2) 5 


dove h(x) è una opportuna funzione infinitesima per x — xo. Per- 
tanto, in un intorno di xy abbastanza piccolo, il termine racchiusa 
tra parentesi quadre avrà lo stesso segno di f(x): dunque il 
segno di f(x)— f(x) in tale intorno sarà determinato dai segni di 
SC (x0) e (x — ro)”. Esaminando i vari casì possibili, sì giunge 
alla tesi. D 


Esempio 7.17 

Supponiamo che in un intorno di ro = 1 si abbia 

f(a)=2-15(e—1)f+20(x — 1)" + 0((e—1)°). (7.22) 
Deduciamo che 

f'(1)=f"(1)=f"(1)=0, mentre f®(1)=-360<0. 

Pertanto, ro è punto di massimo relativo per f (si veda la Figura 7.9 a sinistra). 
Supponiamo invece che in un intorno di x1 = —2 si abbia 

f(x) =3+10(x +2)° — 35(2 +2)" +0((x+2)7). (7.23) 
Deduciamo che 
f'(-2)= f"(-2)=f"(-2)= f®(-2)=0, mentre {©®(-2)=10-51>0. 
Pertanto, x, è punto di flesso ascendente a tangente orizzontale per f (si veda 
la Figura 7.9 a destra). O 
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d 


y= f(x) 


4 — — 4 = LL Pal 


| | 
I 


Il —2 


Figura 7.9. Comportamento della funzione f(x) definita in (7.22) nell’intorno di xo = 1 
(a destra) e della funzione f(x) definita in (7.23) nell’intorno di ro = —2 (a sinistra) 


Ricerca dei punti di flesso 


Sia f una funzione derivabile due volte in un intorno di xo. Mediante le formule 
di Taylor, è possibile decidere se xo sia o meno punto di flesso per f. 


Ricordiamo innanzitutto che nel Capitolo 6 abbiamo enunciato il Corollario 
6.38, rimandandone la giustificazione al presente paragrafo. Vediamo ora tale 


dimostrazione. 


Dimostrazione. 


a) Sia ro punto di flesso per f. Indicata come al solito con y = 
t(a) = f(x0) + f'(o)(x — ro) l'equazione della retta tangente 
al grafico di f in xo, dalla formula di Taylor (7.6) con n = 2 
ricaviamo 


f(x) -t(x) = SUOI — ro) +0((x — ro)?). 


Raccogliendo a secondo membro il fattore (x — x0)? possiamo 
scrivere 


f(x) -t(x)=(x— 0)? 31") + h(2) ; 

per una opportuna funzione / infinitesima in ro. Se per assurdo 
fosse f”(xo) # 0, in un intorno abbastanza piccolo di ro il se- 
condo membro avrebbe segno costante a destra e a sinistra di ro, 
contraddicendo l’ipotesi che xo sia punto di flesso. 

b) In questo caso, usiamo la formula di Taylor (7.8), sempre con 
n = 2. Per ogni x # xo in un intorno di xo, esiste un punto £ 
compreso tra ro e x tale che 


f(2)-t(2) = 


La conclusione segue allora dall’analisi del segno dei termini a 
secondo membro. O 
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Supponiamo, d’ora in avanti, di sapere che f”(x0) = 0. In alternativa all’analisi 
del segno della derivata seconda nell’intorno di x0, quando f ammette derivate di 
ordine superiore al secondo in xo è possibile studiare la natura di xo analizzando 


la prima derivata di f di ordine > 2 che non si annulla in tale punto. Vale infatti 
il seguente risultato. 


Teorema 7.18 Sia f derivabile n volte (n >3) in xo e si abbia 


f'm)= = fo) = 0 #0 (7.24) 


per un certo m tale che 3 < m < n. Allora: 


i) sem è dispari, xo è punto di flesso per f, e precisamente è punto di flesso 
discendente se fl (xo) < 0, ascendente se fO (xo) > 0; 
ti) se m è pari, xo non è un punto di flesso per f. 


Dimostrazione. Procedendo in modo analogo a quanto fatto nella dimostrazione 


del Teorema 7.16, otteniamo la relazione 


(my) <3 
f(x) - t(a) = (© — 20)" È 0) } ha) 


mi! 


dove h(x) indica una opportuna funzione infinitesima per x — xo. 
Il risultato segue allora dalla discussione dei segni dei termini a 
secondo membro. 


Esempio 7.19 
Supponiamo che in un intorno di xo = 3 si abbia 


f(x) =-2+4(x —3)- 90(x - 3) + 0((r— 3)°). 


(7.25) 
Deduciamo che f"(3) = f"(3) = 


S®(3) = 0, mentre f()(3) = —90 - 5! < 0. 
Concludiamo che xo = 3 è punto di flesso discendente per f (si veda la Figura 
7.10). O 


Figura 7.10. Comportamento locale della funzione f(x) definita in (7.25) 
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7.5 Esercizi 


1. Usando la definizione, scrivere il polinomio di Taylor delle seguenti funzioni, 
di ordine n e centrato nel punto xo: 


f(x) = n=4, to =2 
Ù ni; n= 6, do È 
[o) | f(a)=logx, n=3, to=3 
d) 21 vV2rx +1, n=3, to=4 
(x) =7+x-3r2+5o8, n=2, to=1 
; Li + 4r3 + 924, n=3, xo =0 


2. Determinare lo sviluppo di Taylor delle seguenti funzioni, centrato nel punto 
xo € con il resto di Peano, sino al massimo ordine possibile: 


la) f(a)=22|x|+e?®, xzo=0 
b) f(a@)=2+x+(e-1)Ve2-1, zo = l 


3. Usando gli sviluppi delle funzioni elementari, determinare lo sviluppo di 
Maclaurin delle seguenti funzioni, con il resto di Peano e sino all’ordine 
indicato: 


[a)| f(x) =xcos8rx — 3sinz, n=2 
1 
DI f(a)=log TÈ, n=4 
10) f(a) = e?’ sin2e, n=5 
d) f(x) =e *°*" +sinx— cosx, n= 2 
e) f(x)= < a. n=4 
6) f(2) = — sin, n=5 


VET: YI+a? 
|8 AS d-V1+222, n=4 


Lied 


i T)= N =3 
) 1) _ a; di 
O) f(x)=V84+sin2422 —2(1+x°cose?), n=4 


4. Calcolare l’ordine di infinitesimo e la parte principale per x + 0, rispetto 
all’infinitesimo campione (x) = x, delle seguenti funzioni: 


arene [to Ste te 


cosh 2x 
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cei 3 cain3 
o) fa = E anta d) fa) =22+ (2° — log 


PE 2 4 
e) J(@)=2 — arctan == f) fla)=Vl-a2- 1/1 302 + sin 


5. Calcolare l’ordine di infinitesimo e la parte principale per x > +00, rispetto 
all’infinitesimo campione (x) = 1, delle seguenti funzioni: 
1 1 
se) fa) = x-2 2a-2)-log(e-1) 
b) f(e)=e #81 -1 


D f(x) = V14+322+ 08 — V2+524+a5 


d) f(x)={ 24 sinh È — vV2 


6. Calcolare i seguenti limiti: 


3 3 2 
fa n .6\1/(x4 sin? 35) ._ Cos gr — 3rlog 5 
Dite) DL (4-29? 
1 1 1/24 
c) | lim 2 RS —_ — d) lim (e + sin? x — sinh? x) 
x-0x \sin(tanx) x->0 
18 bm 3x4{log(1 + sinh? x)] cosh? x 


e) lim ——_—_—______ 
t-0 Vcos6x — 14 6x2 — 2-0 1-V1+x3 cosvr3 
[7.] Determinare, al variare di a in R, l'ordine di infinitesimo per x —» 0 della 


funzione 
h(x) = logcos x + log cosh(ax). 


[(8.] Calcolare il valore della derivata sesta nel punto x = 0 della funzione 


sinh(e? + 2 sin‘ x) 
h(x) = I 


[9.] Posto 
(x) = log(1+ 4x) — sinh4r + 82, 


determinare il segno della funzione y = sin g(x) rispettivamente in un intorno 
destro e in un intorno sinistro di xo = 0. 


10.| Provare che esiste un intorno di 0 nel quale vale la relazione 


2cos(r +x°) <2- 2 — 228. 


11.) Calcolare, al variare di a € R*, il limite 


i e/2 — cosh vr 
c-+0t (a + x) 
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12. Determinare a € R in modo che 
f(x) = (arctan2x)? — axsina 


sia infinitesima del quarto ordine per x + 0. 


7.5.1 Soluzioni 


1. Polinomi di Taylor: 


a) Poiché tutte le derivate di f (x) = e® coincidono con la funzione stessa, risulta 
FA (2) = e?, Vk > 0. Pertanto 


2 2 ef 2 e? 3 ci 4 
Tfao(x)=el+e%(r-2)+—(ax-2)°+—(e-2)0+—(x-2) 
2 6 24 
1 T 1 T 1 T 

Ì È =1-2(x- 2)? 4 6 
) Tlog(@=1-i0- D+ toni lp. 
c) Risulta f(x) = i, pe -5: Psl= i e quindi f(3) = log3, f'(3) = 

1 " e: 77, _2 i 

gf (3) = gi (3) = 37 Dunque 

Tf33(x) = lo PCR IO 
RAS 18 81 
d) Tfaa(a)=3+1(2-4)- L(-42+ 1-4). 
: 3 54 486 


e) Poiché f'(x) = 1— 6x + 152? e f(x) = —6 + 302, si ottiene f(1) = 10, 
£'(1) = 10, f”(1) = 24 e pertanto 


Tfa1(e) =10+10(x - 1) +12(r — 1)?. 


Osserviamo che, in alternativa, possiamo procedere effettuando la sostituzione 
t=x-1,ovverox =1+t. Il polinomio f(x) nella variabile £ diventa 


g(t) = f(1+t)=7+(1+t)-3(1+4)? +5(1+4)? = 10 + 10t + 12f2 + 5t5. 


Dunque il polinomio di Taylor di f(x) centrato in xo = 1 corrisponde al 
polinomio di Maclaurin di g(t) e perciò si ottiene immediatamente 


Tgz,o(t) = 10 + 10t+ 1282; 


tornando alla variabile x, si ritrova il risultato precedente. 
f) Tf30(x) =2- 8x2 + 493. 
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2. Sviluppi di Taylor: 


a) Osserviamo che f(x) = g(x) +h(x) con g(e) = x2|x| e A(x) = e?”. La funzione 
h(x) è derivabile infinite volte su tutto R, mentre la funzione g(x) è continua 
su Re derivabile infinite volte in ogni x # 0. Inoltre 


a) 3x2 sex>0, "0) 6r  sex>0, 
[scsi L)= 
i -3x2 serz<0, si -—6x sez<0, 


pertanto 
lim g'/(x)= lim g/(@)=0, lim g"(x)= lim g'(a)=0. 
ao ) ESA ) San 9 ( ) as ( ) 


Quindi, usando il Teorema 6.15, deduciamo che g è derivabile due volte nel- 
l’origine con derivata prima e seconda nulle. D’altro canto, 9”(x) = 6|x|, che 
non è derivabile nell’origine; dunque g non è derivabile tre volte in tale punto. 
In conclusione, la funzione f è sviluppabile nell’origine solo fino all’ordine 2. 
Poiché h'(x) = 2e?” e 4"(x) = 4e?”, risulta f(0) = 1, f/(0) = 2, f"(0) =4e lo 
sviluppo di Maclaurin di ordine 2 è: 


f(a)=14+2r+2r°+0(22). 
b) La funzione è derivabile solo una volta in xo = 1 e lo sviluppo cercato è 
f(a)=3+(x-1)+0(x-1). 
3. Sviluppi di Maclaurin: 


a) f(x)=-2r+0(x°). 
b) Possiamo scrivere f(x) = log(1+ x) — log(1 + 3x) e utilizzare lo sviluppo 
notevole di log(1+t) cont =x et = 3x. Si ottiene 


Wu. (82)? (32)3  (3x)! 


4 
2 3 raga 


c) Utilizzando gli sviluppi di ef con t = x? e di sint con t = 2x, si ha 


f(a) = (1 +e + - % o(29)) (ee arl pODÉ, o(29)) 


3 4 4 
= 2x + 223 +25 — 303 32° + + 0(x9) 


1 
=2r + 2a* _ 15° +o(x°). 
dì f(x)=x?+0(x?). 
) f 


e) f(x) =1- 3x2 +28- ile‘ +0(24). 
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f) Utilizzando lo sviluppo notevole della funzione (1+t)® con a = -} et=rx°, 
si ha 


e quindi 


1. 4 
f(a)=a rudi P_al-g+ 2a x° + o(g°) = gt + 00°). 


e) Usando gli sviluppi di Maclaurin delle funzioni cosh x, (1+)® con a = 3 e 


5I 


t= 2x2 si ha 


2 
f(x) = (1 + 5° + ge + o(24)) — (1+ dr)? 


1 2 1 
=1+x°+ "ui + LÀ + 0(x4) — (1 + 520° + (2x2)? + o(2*)) 
A ola ug la sir Di 4 
=1l+ax°+-2x°-1-x°+2x°+0(x°)=2x°+0(x°). 
3 2 6 
h)} f(x) =2x+2x2+ 1223 + 0(28). 
il Sostituendo a sin e cos i loro sviluppi di Maclaurin si ha 


1 


f(x) = i 
@) 2-V8rx+22+ ‘73 + 0(13) 


Procedendo alla divisione per potenze crescenti di x risulta 


_ I. MB; I 4 d 
f(x) = ato +igv2e +0(x°). 


0 f(a) = -2x4+0(24). 
i. Ordini di infinitesimo e parti principali per x + 0): 


a) L’ordine di infinitesimo è 2 e la parte principale è p(x) = —2er?. 
b} Scriviamo 
cos 2x + log(1 + 4x?) — cosh 2x 
“oe +log(1 + 4x°) 

cosh 2x 
e notiamo che per calcolare l’ordine di infinitesimo della funzione per x — 0 
è sufficiente studiare il numeratore in quanto il denominatore tende a 1 per 
x > 0. Utilizzando gli sviluppi di Maclaurin delle funzioni cost, log(1+ t) e 
cosht si ha 


LI 
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cos 2x + log(1 + 4x?) — cosh 2x 
liga d 4 2_1 4 l 21 4 4 
=1- 3 (22) + 7 (22) + (2a) 5 (2a)° — 1 3 (2x) TT (2x)° + 0(x°) 


= 8x5 +0(x4) 
e quindi l’ordine di infinitesimo richiesto è 4 e la parte principale è p(x) = —8x4. 
Usando gli sviluppi di Maclaurin di sint e di ef e ponendo t = V/, per £ + 0, 


si ha 


#8 sint 18-(6-M38+0(t8)))  1H5+0(5) 1 
g(t) = Ù sin = ( 6 o( )) _ 2 +0 ) _ t + o(t4), 
est — 1 1+3t+0(t) — 1 3t + o(t) 6 


fa) = ca? + 0(x°). 


Dunque l’ordine di infinitesimo è 2 e la parte principale è p(x) = ix . 


} L’ordine di infinitesimo è 3 e la parte principale è p(x) = 32. 


e) Usando gli sviluppi di Maclaurin delle funzioni (1+t)® (cona = —3) e arctant, 
si ha 
(1-49) 1422240088), 3-42 +00) 


1 
aretan ——_ = x+223+ o(x%) — 3 — 2x3 + 0(x))? + o(x8) 


V1- 4x2 
5 
=r+ 30° +0(£8). 
Dunque 
Ò 
fa) = Li + 0(x) 
e quindi l’ordine di infinitesimo è 3 e la parte principale è p(x) = -3x i 
f) L'ordine di infinitesimo è 6 e la parte principale è p(x) = (3 + ef. 
5. Ordini di infinitesimo e parti principali per x — +00: 
aj Per x > +00, possiamo scrivere 
x-2-log(x —1) 
f(x) i 2 
2(e —- 2)? — (a 2)log(a — 1) 


_ x-2-log(x —1) 
— 2x2-8x+8-(x—2)log(x—1) 


_ tto) _ 1 +o(1) 


2x2 + 0(x2) 2a x 


da cui si vede che l’ordine di infinitesimo di f per x + +00 è 1 e la parte 
principale è p(r)= >. 
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b) L'ordine di infinitesimo è 1 e la parte principale è p(r) = — {- 


c) Possiamo scrivere 


3 11/8 5 215 
=x|{14 Pa 1 È susa ira 
x x x x 


e, utilizzando lo sviluppo di (1+#)® cona = 3, 
rispettivamente, si ottiene 


r0-[+1(3) ME) 


1 
x x 
ba . +o È 2 + - 
= =; 3; = +o0|-=|. 
x? rea x x 
Pertanto l’ordine di infinitesimo è 1 e la parte principale è p(x) = 
_ 2 


1 


d! L’ordine di infinitesimo è 2 e la parte principale è p(x) = 3 

6. Limiti: 

a] Possiamo scrivere 
lim (1+ g8)1/(e* sin° 32) — lim exp - log(1+ 5) 
2-0 2->0 x4 sin? 3x 


.__ log(1+ Do) L 
= ex lim —_--__ |=e®. 
di (ii x4 sin? 3x 


Per calcolare L, utilizziamo gli sviluppi delle funzioni log(1+ t) e sint: 
x9+0(x5) . £x9+0(x8) 1 


L= li = | ; 
Patt; x4(3x + 0(x2))? 2-30 9x6 + o(x6) 9 


Pertanto il limite cercato vale el/9. 


b) Il limite vale 3837. 
c) Usando gli sviluppi del seno e della tangente, si ba 


x — sin(tanx) x-tanx+itan x +0(2°) 


L= lim = 
x-0 x? sin(tang) = x-0 x°tanx +0(x)) 
1,3 4 1,3 3 8 3 
_ lim ETF38 + gettole*) lim 8 + 0(x°) _ L 
z_-0 x3 + 0(x3) x->0 £°+ 008) 6 
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d) Il limite vale e 2/3. 
e) Il limite vale —1. 
f) Si osservi che, per x — 0, si ha 
3x4[log(1 + sinh? x)] cosh? x © 3x4 sinh? x n 329. 
Inoltre, usando gli sviluppi di Maclaurin possiamo scrivere il denominatore 
come segue: 


Den : 1— (1+ x8)!/2 cos r/? 


=1- (1 + 30° + ci x8 + o(29)) (1 = se + 10° + 0(2%)) 


1 1 1 1 1 
si (1 + 5e° gt TL 15° di + o(29)) =l2r°+0(2°) 
Pertanto il limite proposto diventa 
3 6 6 
lim e) =9. 


7. Utilizziamo gli sviluppi noti di Maclaurin delle funzioni log(1 +), cost, cosht. 
Si ha 


tosta 1 dagdla 5 2,4 4 
ne i -3(-5 ur i aa 
1/a2 4 2 

=3 (5 247) + 0(x°) 
1 ; 1 1 
= te 1)x2 4 (7 3) (a4 + 1)x4 + 0(x°) 


da cui si ricava che, se a # +1, h(x) ha ordine di infinitesimo 2 per x + 0, mentre 
se a = +1 il primo coefficiente non nullo dello sviluppo di h(x) è quello di 4, 
quindi la funzione risulta infinitesima di ordine 4 per 2 — 0. 


8. Per calcolare h‘9(x) in x = 0 sfruttiamo le caratteristiche dello sviluppo di 


(6) 
Maclaurin in cui il coefficiente di 2° è ag = FR: Occorre quindi calcolare lo svi- 
luppo di Maclaurin del sesto ordine di h(x). Utilizzando gli sviluppi delle funzioni 
sint e sinht, il numeratore di A diventa 


. 4 
Num : sinh (2° + 22° _ gie + o(2") ) 


4 4 1 
= sinh (2° + 254 — gn + 0(29)) = 2x2 +2 30° + LA + 0(x8) 


7 
= e° +25 — 6° +o(x°). 
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Operando la divisione per potenze crescenti tra x? + 2x4 — 1x5 + 0(x8) e 1+ 1° 
si ha a 

ha) = x? + 2x4 — °° + 0(x5) 
e pertanto hl)(0) = —Z . 61 = --840. 


9. Utilizzando gli sviluppi di Maclaurin delle funzioni log(1+t) e sinht, possiamo 
scrivere 


1 1 1 32 
pla) = da — 3 (40)° + 3 (40) 4a 3 (4x)* + 8x2 + 0(x3) = a + 0(x8). 


poiché la funzione seno nell’intorno dell’origine è concorde con il suo argomento la 
funzione y = sin (x) risulterà negativa per x < 0 e positiva per x > 0. 


10. Utilizzando lo sviluppo di Maclaurin della funzione cost, si ha 
1 1 
2cos(r +2) = 2 (1 _ 3 +22)? + n +2) +0 ((x + 2) 
1 
=2- (x +2x9+24)+ ua + 0(x4) 
=2- x? — 2x3 ld +0(x4) 
12 

Allora, nell’intorno dell’origine in cui vale questo sviluppo, si ha la relazione richie- 


sta in quanto la parte principale della differenza tra il primo e il secondo membro 
della disequazione è costituita dalla quantità, sicuramente negativa, — 4x4. 


Il. Consideriamo separatamente gli sviluppi di Maclaurin del numeratore e del 
denominatore 


. 1 1/2? 2 i 1, 9 
Num : 1+55+5(5) +o(28)- (1+30+ 72 + 0(x%) 

_{f1_1\,2 n2\- 12 2 

- (3 1) vale” )= 9° +o(x°), 


Den : Ea (1 +249)] 


= g0/5 (1 + g4/5Y = g0/5 (1 + ax41/5 + o(11/5)) . 


Allora 
® 1 

tim £ /2 — cosh vr La 131° + 0(22) 

a-0+ (cr + &2)® x-+0+ £%/5 (1+ ax + 0(x4/5)) 
1 a 
SA i 1 
12 ss . ’ D sea = 10, 

i sea 0 sea < 10, 

+00 se2< 7 +00 se a > 10. 
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12. Usando gli sviluppi di Maclaurin delle funzioni arctant e sint, si ottiene 


LOC (25 7 320) w 39) a (è 1984 o) 
= 4r° nat + o(x4) — ax + 225 + (24) 
= (4- a)e? (È 3) 44 o(x4) 


265 


e f(x) risulterà infinitesima di ordine 4 nell’origine se a = 4 perché per tale valore 


si ha 
fa) = 10x4 + 0(24). 


8 


Rappresentazioni del piano e dello spazio 


Questo capitolo ha una duplice funzione. Da un lato, esso si ricollega al Capitolo 1 
introducendo vari oggetti matematici nel piano e nello spazio. Più precisamente 
verranno trattati altri sistemi di coordinate oltre a quello cartesiano, i vettori 
con le loro proprietà elementari e l’insieme C dei numeri complessi. D’altro lato 
esso fornisce una prima trattazione di concetti che saranno approfonditi in corsi 
successivi quali le curve e le funzioni di più variabili. 


8.1 Coordinate polari, cilindriche, sferiche 


Un punto P del piano cartesiano, di coordinate (x, y), può anche essere individuato 
mediante le sue coordinate polari (r,0). Esse sono definite nel modo seguente. 
Indichiamo con r la distanza di P dall’origine O. Se r > 0, sia @ la misura in 
radianti, a meno di multipli di 27, dell’angolo formato dal semiasse positivo delle 
ascisse e dalla semiretta uscente dall’origine e passante per P (si veda la Figura 
8.1). Usualmente 0 è scelto nell’intervallo (—7, 7], oppure, in alternativa, nell’in- 


O x 


Figura 8.1. Coordinate cartesiane e polari nel piano 
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tervallo [0, 27). Se r = 0, cioè se P coincide con l’origine, 0 può assumere un 
qualunque valore. 
Il passaggio dalle coordinate polari (r,9) a quelle cartesiane (x,y) è espresso 
dalle formule 
x=rcosì, y=rsin0. (8.1) 


La trasformazione inversa, qualora 0 venga scelto nell’intervallo (-7, 7], è data da 


yY 
arctan seg >0, 
Y 
arctan — ser<0,y> 


arctan = ser<0, ; (8.2) 


ser 


Esempi 8.1 


i) Consideriamo il punto P di coordinate cartesiane (x,y) = (6v2,2v6). La 
distanza dall’origine è data da 


r=vV72+24=v96=4v6; 
essendo x > 0, abbiamo 


V3 _n 


2V6 
8 = arctan 2V6 = arctan — = —. 


6V2 36 
Dunque le coordinate polari di P sono date da (r, 0) = (4V6 ; ol 


i) Sia ora P di coordinate cartesiane (x,y) = (-5, —5). Si ha r = 572, inoltre 
siccome x < 0 e y < 0, si ha 
T 3 


—5 
@= arctan —- — = arctan1l ce T= a” 


e dunque (r, 0) = (5v2, ia). 


2 
iii) Infine se P ha coordinate polari (r, 0) = (4, 37) le sue coordinate cartesiane 
sono 


2 
x =4cos37 = 4cos (7 3) = 40083 = Di 

2 ti 
y=Asin rm = Asin(r- 3) = 4sin1=2V3. D 


Passiamo ora alla rappresentazione di un punto P_€ R3 di coordinate cartesiane 
(x,y, ). Introduciamo due diversi sistemi di riferimento: le coordinate cilindriche 
e quelle sferiche. 
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Le prime si ottengono semplicemente sostituendo alle coordinate cartesiane 
(x,y) le coordinate polari (r’, 9) del punto P’ proiezione ortogonale di P sul piano 
xy e mantenendo invariata la coordinata z. Indicando con (r’, @,t) le coordinate 
cilindriche di P, abbiamo dunque 


Anche in questo caso l’angolo # è definito a meno di multipli di 27; qualora es- 
so venga limitato all’intervallo (—-,7], le coordinate cilindriche si esprimono in 
funzione delle coordinate cartesiane definendo r’ e 9 mediante le (8.2) (si veda la 
Figura 8.2, a sinistra). 

Le coordinate sferiche (r,g,8) sono definite nel modo seguente. Sia r = 

x? + y? + 22 la distanza di P dall’origine, £ l'angolo formato dal semiasse po- 
sitivo delle 2 e dalla semiretta uscente dall’origine e passante per P, @ l’angolo 
formato dal semiasse positivo delle x e la semiretta nel piano xy uscente dall’o- 
rigine e passante per la proiezione P' di P su tale piano (si veda la Figura 8.2, 
a destra). Con linguaggio geografico, chiamiamo @ la longitudine e % la colati- 
tudine del punto P (mentre la quantità 7 — è la latitudine, misurata qui in 
radianti). 

Abbiamo quindi z = r cos g, mentre x = r/ così e y = r'sin@, essendo r' la 
distanza di P’ dall’origine; tale quantità può essere espressa come r' = rsin g. 
Sostituendo, otteniamo la seguente espressione delle coordinate cartesiane di P in 
termini delle sue coordinate sferiche (r, ,0): 


r=rsingcosì, y=rsingsin@, z=TCOS9. 


Le trasformazioni inverse si ottengono facilmente riconducendosi al caso bidimen- 
sionale; osserviamo solo che è sufficiente far variare l’angolo £ in un intervallo di 


Pi= (£;4;2) P.=/(%;v;z) 


O O 
0 \r' Y dcr }— o 


P' = (x,y,0) P' = (x,y,0) 


Figura 8.2. Coordinate cartesiane e cilindriche (a sinistra) e cartesiane e sferiche (a 
destra) 
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ampiezza 7, ad esempio l’intervallo [0, 7], mentre come nel caso bidimensionale @ 
varia in un intervallo di ampiezza 27, ad esempio (—7, 7]. 


Esempio 8.2 

Si consideri il punto P di coordinare cartesiane (1, 1,v6). Le coordinate po- 
lari del punto P’ = (1,1,0), proiezione ortogonale di P sul piano xy, so- 
no (r',0) = (v2, 2): Pertanto le coordinate cilindriche di P sono date da 


(1,04) =" (v2, 2, v6). 


Determiniamo ora le coordinate sferiche. Si ha r = V1+1+6 = 272; inoltre 


sin 0 = L= 1 e quindi £ = = essendo © variabile nell’intervallo [0, 7]. Dunque 


le coordinare sferiche di P sono (7,9, £) = (2V2,7 _ ig O 


8.2 Vettori nel piano e nello spazio 


Introduciamo ora il concetto di vettore e le principali operazioni tra vettori; consi- 
deriamo dapprima i vettori applicati nell’origine e successivamente quelli applicati 
in un punto arbitrario del piano e dello spazio. 


8.2.1 Vettori applicati nell’origine 


Consideriamo il piano munito di un sistema di coordinate cartesiane ortogonali. 

Una coppia (x,y) € R? con (x,y) # (0,0) definisce un vettore v del piano 
applicato nell’origine, che si rappresenta come il segmento di estremi O = (0,0) 
e P = (x,y) orientato da O a P (l’orientamento viene in genere indicato da una 
freccia avente la punta in P); si veda la Figura 8.3, a sinistra. 


P= (x,y) v 


O 
O 


Figura 8.3. Vettore del piano (a sinistra) e dello spazio (a destra) 
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Le coordinate x e y del punto P si dicono le componenti del vettore v (rispetto 
al sistema di coordinate cartesiane scelto); si scriverà v = (x,y), identificando di 
fatto il vettore v con la sua estremità P. 

In modo del tutto analogo, si introducono i vettori dello spazio applicati nel- 
l’origine. Un vettore v di componenti (x,y,z) # (0,0,0) si rappresenta come il 
segmento di estremi O = (0,0,0) e P = (x,y, z) orientato da O a P (vedasi la 
Figura 8.3, a destra); scriveremo v = (x, y, z). 

Sia nel piano sia nello spazio, è conveniente introdurre il vettore 0 di compo- 
nenti tutte nulle, che chiamiamo vettore nullo; esso si rappresenta come il punto 
origine O, privo di freccia. In questo modo, i vettori del piano (rispettivamente 
dello spazio) applicati nell’origine sono in corrispondenza biunivoca con i punti 
di R? (rispettivamente di R3). Nel seguito, sarà conveniente considerare i vettori 
applicati nell’origine senza distinguere se siano del piano o dello spazio; il generico 
vettore v, di componenti (01, v2) se vettore del piano oppure (1, 02,3) se vettore 
dello spazio, sarà indicato come (v1;...,va4). Il simbolo V indicherà l’insieme dei 
vettori del piano, oppure l’insieme dei vettori dello spazio. 

Una volta fissato il punto origine O, un vettore è definito intrinsecamente (cioè 
indipendentemente dal sistema di coordinate cartesiane) dalla sua direzione, cioè 
dalla retta passante per O su cui il vettore giace, dal suo verso, cioè dal verso di 
percorrenza della retta rispetto all'origine, e dal suo modulo, cioè dalla lunghezza 
del segmento di estremi O e P. 


Definiamo ora alcune operazioni sui vettori. Siano v = (01,...,Ud) e w = 
(w1,...,w4a) due vettori. Chiamiamo somma di v e w il vettore v + w le cui 
componenti sono la somma delle componenti di uguale indice dei due vettori; ossia 


(8.3) 


Quando si trattano i vettori, i numeri reali vengono anche detti scalari. Sia quindi 
A € R; definiamo il prodotto dello scalare A per il vettore v come il vettore 
Av le cui componenti sono il prodotto di A per le componenti di v, vale a dire 


ADAM DA Ud) (8.4) 


Il vettore (-1)v viene indicato con —v e detto l’opposto di v. La differenza v—w 
di due vettori è definita come 


v-wW=v+(-w)= (vi -w1,...,Va — Wa). (8.5) 


Le usuali proprietà della somma e del prodotto (associativa, commutativa, distri- 
butiva, ...) valgono anche per tali operazioni, come si può vedere ragionando 
componente per componente. 


Le operazioni ora introdotte hanno una semplice interpretazione geometrica. Se 
A > 0, il vettore Av giace sulla stessa retta su cui giace v, è orientato concordemente 
e ba modulo pari a A volte il modulo di v (si veda la Figura 8.4); se A < 0, allora 
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e Q=(Ax,Ay) 


Àv 


O 
Figura 8.4. Vettori v e Av 


Av = —|Ajv = |A](-v) e dunque si applicano le considerazioni precedenti con v 
sostituito da —v. Diciamo che due vettori v e w sono allineati se w = Av per 
un qualche A # 0. 

Diamo ora l’interpretazione geometrica della somma di due vettori, v e w, non 
nulli. Se v e w sono allineati, cioè w = Av, allora v + w = (1+4A)v è ancora 
allineato con v e w. Altrimenti, v e w giacciono su rette distinte, rispettivamente 
Ty € Tu, che si incontrano nell’origine. Sia /7 il piano individuato da tali rette 
(ovviamente, se v e w sono vettori del piano, I coinciderà con il piano stesso); 
i vettori v e w individuano un parallelogramma in tale piano (si veda la Figura 
8.5). Precisamente, se indichiamo con P l’estremo di v e con Q l’estremo di w, il 
parallelogramma è definito dalle rette r,,, rx, dalla retta parallela a r.,, passante 
per P e dalla retta parallela a r, passante per Q; esso ha vertici O, P, Q ed R, 
essendo RR il vertice opposto all’origine. Allora il vettore v + w è precisamente 
la diagonale OR del parallelogramma, orientata da O a R. Modi equivalenti per 
individuare l'estremo AR di v+w sono quelli di “muoversi” lungo due lati contigui 
del parallelogramma: ad esempio, da P possiamo tracciare il segmento parallelo a 
0Q, di pari lunghezza e giacente nello stesso semipiano, rispetto alla retta r,, in 


grane 7 h 
O; 
i 

r Ti 


Figura 8.5. Rappresentazione geometrica del vettore somma v + w 
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Figura 8.6. Rappresentazione geometrica del vettore differenza v — w 


cui giace OQ. 

Anche la differenza v — w ammette una semplice rappresentazione geometri- 
ca. Essendo v — w = v+{(—-w), possiamo applicare le considerazioni precedenti e 
rappresentare v— w come la diagonale uscente dall’origine del parallelogramma in- 
dividuato dai vettori v e —w (si veda la Figura 8.6). In alternativa, possiamo consi- 
derare la diagonale QP del parallelogramma individuato da v e w; “trasportando” 
tale segmento parallelamente a se stesso nell’origine, si ottiene v — w. 

L’insieme V dei vettori del piano o dello spazio, su cui sono definite le opera- 
zioni di somma tra due vettori e di prodotto di uno scalare per un vettore sopra 
introdotte, viene detto spazio vettoriale su R. Il vettore v = Av, + uva, con 
v1,02 E V e A, u € R viene detto combinazione lineare dei vettori vi) e v3; tale 
concetto può essere esteso a un numero finito di addendi. 


Esempi 8.3 
i) Consideriamo i vettori vj = (2,5, —4) e v2 = (-1,3,0). Il vettore v = 3u1-5v2 
è dato da v = (11,0, 12). 

ii) I vettori v = (V8,—2,2V5) e w = (2,—v2, v10) sono allineati, in quanto il 
rapporto tra le componenti è costante, essendo 

V8_ 2 275 VE: 

2 —v2 v10 
dunque v = V2 w. O 


8.2.2 Modulo e prodotto scalare 


Abbiamo già introdotto il modulo di un vettore v di estremità P come la lunghez- 
za del segmento OP, vale a dire la distanza euclidea di P dall’origine; il modulo, 
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detto anche norma euclidea di v, sarà indicato con ||v||. Esso si esprime mediante 
le componenti di v come 


osserviamo che il modulo di un vettore è sempre > 0, e che ||u|| = 0 se e solo se 
v = 0. Notiamo che valgono le seguenti proprietà, la cui dimostrazione sarà data 
a pag. 277: per ogni v, w € V e per ogni A € R, 


Ae] = All, lo +w] < [| + kw]. (8.6) 


Un vettore di modulo 1 viene detto versore; geometricamente, i versori hanno 
la loro estremità P giacente sulla circonferenza oppure sulla sfera di centro l’origine 
e raggio 1. Dato il vettore non nullo v, possiamo associare ad esso il versore è = TOT 


allineato con v. Si ha dunque v = |[|v|| @, il che mostra che ogni vettore può essere 
rappresentato come il prodotto della sua norma per un versore. 


Definiamo infine l’operazione di prodotto scalare tra due vettori. Dati due 
vettori v = (01,...,04) e w = (Wi,..., wa), il loro prodotto scalare è il numero 
reale 


vw = ) ViWi = 


i=l 


d UwWi + v2W9 sed=2, 


vw + vw + 03W3 sed=3. 
1W1 2W9 3W3 


Valgono le seguenti proprietà, di facile verifica: per ogni v, w, v1,v2 E Ve A, yu E R, 
si ha 


v:w=W- Vv, (8.7) 
(Avi + pz) -w= A(v1-w)+u(v2-w). (8.8) 


Notiamo poi che la norma di un vettore può essere espressa mediante il prodotto 
scalare, essendo per ogni v € V 


lvl|= vv. v. (8.9) 


Viceversa, per ogni v, w € V, si ha (per la dimostrazione di veda a pag. 278) 


vw=3(|u+w]? — ell? — |wj?}), (8.10) 


il che permette di esprimere il prodotto scalare mediante la norma. 
Vale inoltre la seguente importante disuguaglianza, nota come disuguaglianza 
di Cauchy-Schwarz: per ogni v, w € V 


low < [lol [lvl (8.11) 
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uwW 


O 


Figura 8.7. Rappresentazione geometrica del Teorema di Pitagora 


Ancor più precisamente, si può scrivere 


vw = ||v]|||w|| cos (8.12) 


dove 0 misura l’angolo racchiuso tra i vettori v e w (si noti che il modo di espri- 
mere l’angolo formato dai due vettori è ininfluente rispetto a tale formula, es- 
sendo cos? = cos(—0) = cos(27 — 0)). Anche le relazioni (8.11) e (8.12) saranno 
giustificate più sotto. 

Mediante il prodotto scalare, possiamo definire il concetto di ortogonalità tra 
vettori. Precisamente, due vettori v e w si dicono ortogonali se 


v:w= 0; 


la rappresentazione (8.12) del prodotto scalare mostra che due vettori sono orto- 


gonali quando uno di essi è nullo oppure quando l'angolo formato dai vettori è 
retto. Inoltre, ricordando la (8.10), l’ortogonalità di due vettori v e w equivale 
all’identità 
2 2 
lo + w|? = [|ol} + [rw], 


ben nota allo studente come Teorema di Pitagora (vedasi la Figura 8.7). 
Se v è un vettore e u è un versore, la componente di v lungo è il vettore 


V.,=(v-u)u, 


mentre la componente di v ortogonale a u è il vettore 


Si ha dunque la rappresentazione di v 
v=Uy+v,L con Va Va =0, (8.13) 


detta decomposizione ortogonale di v rispetto al versore u (vedasi la Figu- 
ra 8.8). 
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dedi Vu 
0) 


Figura 8.8. Decomposizione ortogonale di un vettore v rispetto a un versore u 


Esempi 8.4 


i) I vettori v = (1,0, V3) e w = (1,2, v3) hanno modulo rispettivamente uguale 
a 


|o||=v1+0+3=2, lw||=v1+4+3=2v2; 
il loro prodotto scalare vale v-w=1+0+3=4. 


Volendo inoltre calcolare l'angolo formato dai due vettori, possiamo ricavare dalla 
(8.12) 


cost = VO _V2 
olllwl 2 
e dunque 0 = 7. 


ii) I due vettori v = (1,2, —1) e w = (—1,1,1) sono tra loro ortogonali in quanto 
vw=-1+2-1=0. 


ili) Consideriamo il versore u = (4. wet ha) Dato il vettore v = (3,1,1) 
risulta 


1 1 
vu=v34 VE 3 


e dunque la componente di v lungo u è data da 


11 1 
Un = v3( ’ ’ ) = (1, 1,1), 
Va Va 3) LD 
mentre la componente ortogonale vale 
yi = (3,1,1) — (1,1,--1) = (2,0,2). 


È facile verificare che valgono le (8.13). O 


Introduciamo i versori dello spazio è = (1,0,0), j = (0,1,0) e & = (0,0,1), 
che sono allineati rispettivamente con gli assi x,y e z del sistema di riferimento 
cartesiano (vedasi la Figura 8.9); tali versori vengono anche indicati con ei, e2, eg. 
È immediato verificare che essi sono a due a due ortogonali, cioè 


i.j=j.k=i-k=0; (8.14) 
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= 


Figura 8.9. Versori î,j e k 


si dice che è, j,k formano un sistema ortonormale in V (cioè un insieme di 
vettori a due a due ortogonali e aventi modulo, o norma, uguale a 1). 

Sia ora v = (01, 02,03) un qualunque vettore dello spazio. Dalla definizione 
delle operazioni tra vettori, si ha 


ve (01,0, 0) + (0, 02,0) + (0,0, 03) 
= v1(1,0,0) + v2(0, 1,0) + v3(0,0,1) 


e pertanto 


v=0i+ 039 + v3k. 


Ciò mostra che ogni vettore dello spazio può essere rappresentato come combina- 
zione lineare dei versori è, j e k; si dice che essi formano una base ortonormale 
di V. Il prodotto scalare di v con ciascuno dei vettori ortonormali î,4 e k fornisce 
un’espressione delle componenti di v, essendo 


vu=v-ii, v=U:i, ug=v-k. 
In definitiva, il generico vettore v € V ammette la rappresentazione 
vu=(v-i)i+t(v-j)ìj+t(v-k)k. (8.15) 
Analogamente, i vettori del piano ammettono la rappresentazione 
v=(v-i)i+(v-j)j, 
rispetto alla base ortonormale costituita da è = (1,0) e j = (0,1). 
Dimostrazione di alcune proprietà precedenti 


Dimostrazione. Per quanto riguarda la (8.6), la prima uguaglianza segue facilmen- 
te dalla definizione di norma; la seconda disuguaglianza segue da 
tale uguaglianza se v e w sono allineati, mentre traduce la nota 
proprietà che in un triangolo la lunghezza di un lato è minore del- 
la somma delle lunghezze degli altri due lati, se i vettori non sono 
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allineati. Infatti, con riferimento al triangolo OPA della Figura 
8.5, si ha ||v+w|| = [OR], ||v|| = [OP] e ||w|| = |PRI. 

La formula (8.10) si ottiene sviluppando la quantità ||v + w||? 
mediante la (8.9) e le (8.7), (8.8), come 


|lu+w|?=(v+w)-(v+w) 
=UVV+wv+vw+w-w (8.16) 
= ||v|]} +20 -w+ ||w]|?. 


La disuguaglianza di Cauchy-Schwarz (8.11) può essere ottenuta. 
partendo dalla seconda delle (8.6), scritta come ||v+w||? < (||v]|+ 
rw])?. Usando l’identità precedente a primo membro e svolgendo 
il quadrato a secondo membro, si ottiene v + w < ||v|| ||w]|. che è 
la (8.11) nel caso in cui v-w > 0. Se invece v-w < 0, è sufficiente 
cambiare v in —v, ottenendo 


lo-w|=-v-w=(-v)-ws<|-@l{w]|= [|] wl. 


Dimostriamo infine la (8.12). Siano v e w vettori non nulli (al- 
trimenti la relazione è banalmente verificata per ogni valore di 
0). Non è restrittivo supporre 0 soddisfacente 0 < 0 < 7. Detto 
ep="#di= TUT il versore associato a w, la componente di v lungo 


u si scrive come 
vw 


Vu= 77 U. 
“lol 


(8.17) 
Supponiamo dapprima @ acuto, cioè 0 < @ < 7/2. Considerando 
il triangolo rettangolo OP'P (vedasi la Figura 8.10, a sinistra) si 
ha ||v,]| = |OP/| = |OP|cos? = ||v|| cos ?; essendo v, concorde 
con u, otteniamo 


v, = ||v]| cos? u. (8.18) 
Q 
‘ 
w Q 
P' è. 
< 0 
vu È ° CN . P 
bai ” ve 7 
« 
O p' 


Figura 8.10. Proiezione del vettore v lungo il vettore w (angolo tra i vettori acuto, a 
sinistra, e ottuso, a destra) 
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Se @ è ottuso, 7/2 < 0 < 7, considerando ancora il triangolo OP'P 
(vedasi la Figura 8.10, a destra) si ha ||v,| |v|| cos(7 — @) 

-||v|| cos ?; essendo ora v, discorde con u, si ottiene nuovamente 
la (8.18). Anche nei casi estremi 0 = 0,7/2,7 si giunge facilmen- 
te alla medesima relazione. Uguagliando i secondi membri delle 
(8.17) e (8.18), e osservando che Av = pv equivale a A = 4 se 


v # 0), si perviene all’uguaglianza 
vw 


llw|| così 
[CA] 


da cui otteniamo la (8.12). O 


8.2.3 Vettori applicati in un punto 


In molte applicazioni, è utile il concetto di vettore applicato in un punto arbitrario 
del piano o dello spazio (si pensi ad esempio a una forza, rappresentabile come un 
vettore, che agisce su un punto materiale). Tale concetto può essere definito nel 
seguente modo. 

Sia v un vettore non nullo del piano di componenti (v1, 02) e sia Po un punto 
qualunque del piano, di coordinate (x01, 202). Definiamo il punto Pi di coordina- 
te (211,12) = (o1 + v1; 02 + v2) (si veda la Figura 8.11). Il segmento PoPi, 
orientato da Ph) e P,, è parallelo al vettore v ed è orientato in modo concor- 
de. Diciamo che esso rappresenta il vettore v applicato in Py, e lo indichiamo 
con (Po, v). Viceversa, dato un qualunque segmento di estremi Po = (01; t02) 
e P, = (11,12), orientato da P) a Pi, definiamo il vettore v di componenti 
(01,02) = (211 — To1; Y12 — 02). Allora il segmento considerato definisce il vettore 
v applicato in Po. 

In definitiva, da un punto di vista matematico, un vettore applicato del piano 
è una coppia (Po, v) la cui prima componente è un punto Py del piano, detto punto 
di applicazione, e la cui seconda componente è un vettore v applicato nell’origine. 
Nell’uso comune, però, il vettore applicato (P3,v) verrà indicato semplicemente 
con v, precisando però il punto di applicazione Py). Analoghe definizioni valgono 
nello spazio. 


O 


Figura 8.11. Vettore v applicato in Po 
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Le operazioni sui vettori (applicati nell'origine) introdotte nei paragrafi prece- 
denti possono essere estese in modo ovvio ai vettori applicati in uno stesso punto. 
Ad esempio, dati i vettori (Po, v) e (Po, w) applicati in Po, il vettore somma 
(Po,v) + (Po, w) sarà definito come il vettore (Po, v + w) ancora applicato in Po. 
Non sono invece definite operazioni tra vettori applicati in punti diversi. 


8.3 Numeri complessi 


È ben noto che non tutte le equazioni algebriche 
p(x) =0 


(dove p è un polinomio di grado n nella variabile 7) ammettono soluzioni in campo 
reale. Ad esempio la semplice equazione x? +1= 0, ossia 


x =-1, (8.19) 


corrispondente all’estrazione della radice quadrata del numero negativo —1, non è 
risolubile in R; lo stesso accade per la generica equazione di secondo grado 


ax* + br +c=0 (8.20) 


qualora il discriminante A = 6? — 4ac sia negativo. Tanto nella matematica pu- 
ra quanto in quella applicata, risulta utile poter garantire l’esistenza di soluzioni, 
opportunamente definite, di ogni equazione algebrica. A tale scopo, l'insieme dei 
numeri reali dotato delle operazioni di somma e prodotto può essere ampliato, 
introducendo il cosiddetto insieme dei numeri complessi, estendendo nel contempo 
tali operazioni e conservandone le proprietà formali. È rimarchevole il fatto che è 
sufficiente effettuare tale ampliamento in modo da garantire la risolubilità dell’e- 
quazione (8.19) per ottenere, attraverso un profondo risultato noto come Teorema 
Fondamentale dell’Algebra, la risolubilità di ogni equazione algebrica. 


8.3.1 Operazioni algebriche 


Un numero complesso 2 può essere definito come una coppia ordinata z = (x,y) 
di numeri reali x e y. Indicheremo con © l’insieme di tali coppie, che quindi può 
essere identificato con l’insieme R?. I numeri reali x e y sono detti rispettivamente 
parte reale e parte immaginaria di z e indicati con 


x=Rez e y=TImz. 


Il sottoinsieme dei numeri complessi della forma (x,0) può essere identificato con 
l’insieme dei numeri reali R; in tal senso, scriviamo R Cc €. Numeri complessi della 
forma (0,4) sono invece detti immaginari puri. 

Diremo che due mimeri complessi z1 = (11,41) € 22 = (2,2) sono uguali se 
hanno le stesse parti reali e immaginarie, ossia 


z13 22 > X=%2 © Yi =U2. 
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In €, definiamo le operazioni di somma e prodotto come 
zi +z2.= (21,Y1) + (22,92) = (c1+22,41+y2) (8.21) 
z1 22 = (21,91) (02,02) = (0102 - ya, c1Y2+ t2U1). (8.22) 


Osserviamo che 


(2,0) + (0,9) = (2,9), (0, 1) (y,0) = (0,9) 


e quindi 
(x2,y) = (7,0) + (0,1) (4,0). (8.23) 


Inoltre le (8.21) e (8.22) diventano le usuali operazioni di somma e prodotto quando 
sono ristrette ai numeri reali: 


(21,0) + (22,0) = (21 + 22,0) e (21,0) (22,0) = (11 22,0). 


In tal senso, l'insieme dei numeri complessi è un’estensione naturale dell’insieme 
dei numeri reali. 

Denotiamo con i il numero immaginario puro (0,1). Identificando il numero 
complesso (7,0) con il numero reale r, possiamo riscrivere la (8.23) nella forma 


detta forma cartesiana o algebrica del numero complesso 2 = (x, y). 
Osserviamo che 


i = (0,1)(0,1)=(-1,0)=-1, 


e quindi il numero complesso i è soluzione dell’equazione (8.19). Usando la forma 
cartesiana di un numero complesso, le operazioni di somma e prodotto (8.21) e 
(8.22) diventano 


zitza=(r1+iy1)+(cot+iy)=z1+c2o+i(y+%2), (8.24) 


ziza=(c1+iy1)(cv2+iy)=t1%2-ynyti(ciyuo+tev): (8.25) 


come si vede è sufficiente operare con le usuali regole dell'algebra, tenendo conto 
della relazione i? = — 1. 

Elenchiamo di seguito alcune proprietà della somma e del prodotto, lasciando 
la facile verifica al lettore; per ogni z1, 22, 23 € C si ha 


zi+za= Za tz, Zi Z2= Z2Z1, 
(z1+z2)+z3=z1+(22+ 23), (2122) 23 = 21(2223), 
z1 (20 + 23) = 1 zo +21 23. 
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I numeri 0 = (0,0) e 1 = (1,0) sono rispettivamente l'identità additiva e 
moltiplicativa, in quanto soddisfano 


z+0=0+2=% e zI=12z=z, Vazec. 


L'opposto (additivo) di 2 = (x,y) è il numero —z = (-x,—-y); ovvero si ha 
z+(-z) = 0. Utilizzando tale nozione possiamo definire, per ogni z1, 22 € €, la 
sottrazione: 

zi-za=z1+(-22) 


OVVero 
citiy-(c2+tiy)=x1-r2+i(yi-y2). 


Il reciproco (moltiplicativo) di un numero z # 0, indicato con 1 oppure 271, è 


definito dalla relazione 227! = 1; non è difficile verificare che 


Ce 


i 21 x —Y 
z 


Definiamo dunque la divisione, per ogni 21, 22 € C con za # 0, come 


ZI —1_ T102+Y1Y2 , .T2Yi-%1Y2 
— 182 TT AL, c 2 2 
za rt v2 cat ya 
Infine, sottolineiamo che l’usuale ordinamento dei numeri reali non è estendibile 
all’insieme dei numeri complessi, in modo da conservare tutte le proprietà elencate 
nel Paragrafo 1.3.1. 


8.3.2 Coordinate cartesiane 


È naturale associare al numero 2 = (x,y) = x + iy il punto del piano cartesiano 
di coordinate x e y (si veda la Figura 8.12). Il numero z può anche essere pensato 
come il vettore applicato nell’origine e avente tale punto come estremo. L’asse x è 
detto asse reale e l’asse y asse immaginario. Osserviamo che, dati 21,29 € €, 
la somma z, + z2 corrisponde al vettore somma ottenuto mediante la regola del 


Imz A 


a 


È Re z 


Figura 8.12. Coordinate cartesiane del numero complesso 2 = x + îy 
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Imz, Imz, 


% 
N 


Rez ic 
Figura 8.13. Rappresentazione grafica della somma (a sinistra) e della differenza (a 
destra) di due numeri complessi 21 e z2 


parallelogramma (si veda la Figura 8.13, a sinistra), mentre la differenza 21 — 22 è 
rappresentata dal vettore differenza (si veda la Figura 8.13, a destra). 

Il modulo (o valore assoluto) di 2 = x + iy, denotato con |z|, è il numero 
positivo 


che rappresenta la distanza del punto (x, y) dall’origine; si osservi che tale definizio- 
ne coincide con quella di modulo del vettore v associato a 2, vale a dire |z| = [|v||. 
Si osservi inoltre che il modulo di un numero complesso coincide con il valore 
assoluto quando il numero è reale, il che giustifica la notazione usata. Notiamo 
che, mentre l'affermazione zj < 25 non ha in generale significato, la diseguaglianza 
|z1| < |z2| significa che il punto corrispondente a 21 è più vicino all’origine del 
punto corrispondente a 23. La distanza tra i punti corrispondenti a z1 e zo è data 
da |z1 — 22]. 
Per ogni z € C, si ottengono facilmente le seguenti relazioni: 


|:|1>0; |z|=0seesolosez=0; 
|]? = (Rea)? + (Ima)?; 
Rez < [Rez| < |}, Imz <|Imz|< |a; 
[za] — lzal| < |21 + zel < 21] + [22]. 
Il complesso coniugato, o semplicemente il coniugato, di un numero com- 


plesso z = x + îy, indicato con Z, è definito come 


(8.26) 


Graficamente il coniugato Z è rappresentato dal punto (x, —y) che si ottiene me- 
diante riflessione rispetto all’asse reale del punto (x,y). Per ogni 2, 21,22 € ©, 
valgono le seguenti proprietà 
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=2z, |z]= Je]. #z=]|a, 
=Z+% —z=5-83 
zi +22 14t 22, Zi 22 172; (8.27) 
-__ Z1 ZI 
Zi Z2o = Z1 22, ( 5 (z0 #0). 
Z92 Za 


8.3.3 Forma trigonometrica e forma esponenziale 


Dato il punto (x, y), siano r e @ le sue coordinate polari; poiché 
x=rcos@ e y=rsin0, 


il numero complesso z = (x,y) può essere rappresentato nella forma polare o 
trigonometrica come 


z=r(cos?+isinl). (8.28) 


Si ha r = |e|; il numero 0 è detto argomento di 2 e indicato con 0 = arg =. 
Geometricamente, arg 2 è un qualsiasi angolo (misurato in radianti) formato dalla 
semiretta dei reali positivi e dal vettore individuato da 2 (si veda la Figura 8.14). 
Pertanto può assumere infiniti valori che differiscono per multipli interi di 27. 
Chiameremo valore principale di arg 2, denotandolo con Arg z, quell’unico valore 
0 di arg 2 tale che —r < 0 < 7; esso è definito dalla formula (8.2). 

Osserviamo che due numeri complessi 2, = r1(cos 01+i sin 0) e 22 = r2(cos 02+ 
i sin 0») sono uguali se e solo se r} = ra e #1, 03 differiscono per un multiplo intero 
di 27. 


Imaz 


z=2L+iy 


Figura 8.14. Coordinate polari del numero complesso z = x + iy 
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La rappresentazione polare risulta molto utile per esprimere in maniera sem- 
plice il prodotto di due numeri complessi; di conseguenza, fornisce un’espressione 


elementare per il calcolo delle potenze e delle radici di un numero complesso. Più 
precisamente, siano 


zi = 1 (così) +isin01) e za = r2(cos0, + isin0o); 
allora, ricordando le formule di addizione per le funzioni trigonometriche, si ha 


z1Z2 = 172 [(cos 0, cos 03 — sin @ sin 02) + i(sin 0; cos 09 + sin 03 cos 0,)] 


8.29 
=T]T9 [ cos(0, + 03) + i sin(# t 03)] d ( ) 
Vale dunque la relazione 
arg (21 22) = argzi + argzo. (8.30) 
Si osservi che tale identità non vale se sostituiamo arg con Arg; ad esempio, se 
z:=-1=cost+isintezz=i=cos$+isin7 risulta 
z21zz= -i=cos(- -)+isin(- =) 
Ovvero 
T 3 T 
Argzi= 7, Argzz= 3; Argzi + Argz= 377 Argzizo= 3. 


Talvolta è comodo esprimere un numero complesso attraverso la cosiddetta for- 
ma esponenziale. A tale scopo, estendiamo la definizione di funzione esponenziale 
al caso di un esponente immaginario puro, ponendo per ogni @ € R, 


e'? = cost + isin@. (8.31) 


Tale relazione, nota come formula di Eulero, trova una giustificazione (anzi è 
oggetto di dimostrazione) nell’ambito della teoria delle serie in campo comples- 
so. Accontentiamoci qui di prenderla come definizione. L'espressione (8.28) di un 
numero complesso z diventa allora 

z=rel, (8.32) 
che è, appunto, la forma esponenziale di z. Il complesso coniugato di 2 si esprime 


come 
10 


z=r(cos0 — isin0) = r(cos(-@) + isin(-0)) = re” 


La relazione (8.29) fornisce immediatamente l’espressione del prodotto di due 
, come 


numeri complessi 2; = rel! e 29 = roei?: 


(8.33) 
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dunque, per moltiplicare due numeri complessi è sufficiente moltiplicare i moduli e 
sommare gli argomenti. Per quanto riguarda il quoziente, notiamo che dalla (8.29) 
con ri = rg = I], si ottiene 

ego PET), (8.34) 
In particolare, 

elle? =1 

e dunque e‘? è il reciproco di e°; pertanto il reciproco di un numero complesso 
z= re? £ 0 è dato da 


1. 
ata si (8.35) 


Combinando tale formula con quella del prodotto, otteniamo l’espressione del 
quoziente di due numeri complessi 2; = rjeî?! e 29 = rage? # 0, data da 


(8.36) 


8.3.4 Potenze e radici 
Iterando le relazioni (8.33) e (8.35), per ogni n € Z, si ottiene 
ados ci (8.37) 


in particolare, quando r = 1, si ottiene la cosidetta formula di De Moivre 


(cost +isin0)" = cosn@ + isinn0 . (8.38) 


Mediante la (8.37) possiamo affrontare il problema del calcolo della radice n- 
esima di un numero complesso. Fissato un intero n > 1 e un numero complesso 
w = pe‘, vogliamo determinare i numeri complessi 2 = r e°? soddisfacenti 2” = w. 
Dalla (8.37), si ha 

= eîn0 = pe? = w 
e dunque, ricordando la condizione di uguaglianza tra due numeri complessi, 
dovranno essere verificate le condizioni 


r°=p, 
n0o=«+2kr, kEZ, 


ovvero 


Si noti che l’espressione di @ non fornisce necessariamente i valori principali degli 
argomenti delle radici. 
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Imz, 1+vV3i 
bal 


(RI 
DI 


e z4 


Figura 8.15. Rappresentazione grafica del punto 1+ v3i e delle sue radici quinte, %;, 
j=0,...,4 


Ricordando la periodicità del seno e del coseno, risultano quindi determinate n 
soluzioni distinte del nostro problema, date da 


Geometricamente tali punti si trovano sulla circonferenza di centro l’origine e rag- 
gio x/p e sono i vertici di un poligono regolare di n lati (si veda la Figura 8.15). 


Esempi 8.5 


i) Si consideri, per n > 1, l'equazione 


zo = 

Scrivendo 1= le, si ottengono le n radici distinte 
jazkr 
zh = eno, k=0,1,...,n-1, 

dette le radici n-esime dell’unità. Si noti che per n dispari, si ha un’unica 
radice reale zo = 1, mentre per n pari si hanno due radici reali 2° = 1 e z,/2 = 1 
(si veda la Figura 8.16). 
ii) Verifichiamo che l’equazione 

deli 
ammette, come ci si aspetta, le due radici 24 = +. Scriviamo —1 = le‘, da cui 
otteniamo 

iI Plane {IT 7 
z4 = Zo= e? =2 e zZ_ ZI e 2 e ‘2 = na | 
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Imz Imz, 
1 z2 1 
. (2 ii 
0 3 Zo 
° Pi » > 
Re z Rez 
° ° ° 


Figura 8.16. Radici dell’unità: terze (a sinistra) e seste (a destra) 


Notiamo infine che la (8.31) permette di definire l’esponenziale di un qualunque 
numero complesso z = x + îy, ponendo 


(8.39) 


Con tale definizione, usando la (8.34), è facile verificare, che la proprietà fon- 
damentale e?1+2 = e?1e? continua a valere in campo complesso. Si noti che si 
ha 

|et}=ef* 40, arge” = Imz; 


la prima relazione mostra in particolare che ef # 0 per ogni 2 € C. Inoltre, la 
periodicità delle funzioni trigonometriche implica che 


CATS per ogni È € Z. 


8.3.5 Equazioni algebriche 
Mostriamo ora che l’equazione di secondo grado a coefficienti reali 
2 ue 
az +bz+c=0 


ammette due soluzioni complesse coniugate nel caso in cui il discriminante 4 sia 
negativo. Non è restrittivo supporre a > 0. Ricordando lo sviluppo del quadrato 
di un binomio, possiamo scrivere 


ossia, 
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dunque otteniamo 


og” Aq 
cioè 
—b ZIE LAV, -— A 
gE= E 
2a 
—Db ui 


Tale espressione può essere scritta come z = in analogia con il caso di 


Md 2a 
discriminante > 0. 

Notiamo che il procedimento seguito può essere applicato anche nel caso in cui 
i coefficienti a # 0, d e c siano numeri complessi. Pertanto l’espressione 


—bt Vv b2 — 4dac 
2a 


tifi 


definisce le due soluzioni dell'equazione di secondo grado az? + bz + c = 0, nella 
situazione più generale possibile. 

Le equazioni algebriche di terzo e quarto grado ammettono rispettivamente tre 
e quattro soluzioni (contate con le opportune molteplicità) che sono esprimibili in 
forma esplicita mediante le operazioni algebriche e l’estrazione di radici quadrate 
e cubiche!. Non esiste invece una espressione analitica per le soluzioni di equazioni 
di ordine superiore al quarto. Il Teorema Fondamentale dell’Algebra garantisce 
però che ogni equazione algebrica p(2) = 0, dove p è un polinomio di grado n a 
coefficienti reali o complessi, ammette esattamente n soluzioni in campo complesso, 
ciascuna con l’opportuna molteplicità. L’enunciato preciso è il seguente. 


Teorema 8.6 Sia p(z) = anz" +...+ 12 + ao, con an # 0, un polinomio 
di grado n avente coefficienti ax € €, 0 < k < n. Allora esistono m < n 
numeri complessi z1,...,Zm, distinti tra loro, ed m numeri interi ji, «.. {tm 


maggiori o uguali a 1 e soddisfacenti pi +... + tm = n, tali che p(z) si 
fattorizza come 


(2) = an(2— 21)! ...(2-2m)fMM. 


! Ad esempio, l’equazione di terzo grado x5+ax?+bx+c = 0 si riduce con la sostituzione 
x =y- $ all’equazione y + py + q = 0 per opportuni coefficienti p e qg facilmente 
calcolabili. Le soluzioni di tale equazione sono espresse dalla formula 


> 2 3 3 2 3 
pala, Pl Ue 
2 4 27 2 4 27 
nota come formula di Cardano. Poiché ogni estrazione di radice fornisce un numero 
di soluzioni (eventualmente coincidenti) pari all'ordine (2 o 3) della radice, apparen- 


temente tale formula fornisce fino a 12 soluzioni; tuttavia, è possibile verificare che le 
soluzioni distinte sono al più 3. 
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I numeri 2, sono le radici del polinomio p, ossia le uniche soluzioni dell’equazione 
p(z) = 0; l'esponente uy è la molteplicità della radice 2. Una radice si dice semplice 
se la sua molteplicità è 1, doppia se la sua molteplicità è 2, e così via. 

È opportuno osservare che se i coefficienti di p sono reali e se zo è una radice 
complessa del polinomio, allora anche zo è una radice di p. Infatti se p(z0) = 0, 
allora, prendendo il coniugato di ambo i membri e usando le proprietà del passaggio 
al coniugato in una somma o in un prodotto (vedasi le (8.27)), otteniamo 


0=0=p(z0) = Gnzy +...+ 120 + Go = nt +...+a1%0 + d0 = P(Z0) . 


Pertanto p(2) è divisibile per (z — z0)(z — Za), che risulta essere un trinomio di 
secondo grado a coefficienti reali. 

Un enunciato del Teorema Fondamentale dell’Algebra, valido per i polinomi 
a coefficienti reali e che non fa intervenire la variabile complessa, è fornito nel 
Teorema 9.15. 


8.4 Curve nel piano e nello spazio 


Ritorniamo ora allo studio di funzioni ed in particolare introduciamo il concetto di 
curva nello spazio e nel piano. Una curva descrive, ad esempio, il modo di percorrere 
il bordo di una regione piana quale un poligono o un ellisse, oppure la traiettoria 
determinata dal movimento in funzione del tempo di un punto materiale sotto 
l’effetto di una forza ad esso applicata. Come vedremo nel Capitolo 10, è possibile 
definire un calcolo integrale sulle curve. Ciò permetterà, ad esempio, di esprimere 
matematicamente il concetto fisico di lavoro. 


Sia / un qualunque intervallo della retta reale e sia y : / — R* una funzione. 
Indichiamo con y(t) = (x(t), y(t), (t)) € R$ il punto immagine di € I attraverso 
Y. Diciamo che y è una funzione continua su / se le componenti x,y,z:I-— R 
sono funzioni continue. 


Definizione 8.7 Una funzione continua y : I CR + R3 dicesi curva (nello 


spazio). L'immagine C = y(I) C R? viene detta sostegno della curva. 


Se il sostegno della curva giace su un piano, diremo che la curva è piana. Un caso 
notevole è dato dalle curve y(t) = (x(t), y(t),0) che giacciono nel piano xy e che 
indicheremo semplicemente come y:I+ R2, y(t) = (c(0),4(6). 

Notiamo che una curva è una funzione di variabile reale mentre il sostegno di 
una curva è un insieme nello spazio (o nel piano). Una curva definisce un modo di 
parametrizzare il suo sostegno associando ad ogni valore del parametro # € I uno 
e un solo punto del sostegno. Tuttavia l'insieme C può essere il sostegno di curve 
diverse, ovvero può essere parametrizzato in modi diversi. Ad esempio la curva 
piana y(t) = (£,t) con t € [0,1] ha come sostegno il segmento di estremi A = (0,0) 
e B = (1,1). Tale segmento è anche il sostegno della curva d(t) = (t2,t2), € [0,1]; 
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(0) 


Y(0) 


Y(a) y(a) 


r(a) = (0) Ia) = (0) 
Figura 8.17. Rappresentazione grafica del sostegno C = ‘Y([a, b]) di un arco semplice 


(in alto a sinistra); un arco non semplice (in alto a destra), un arco chiuso e semplice (in 
basso a sinistra) e un arco chiuso non semplice (in basso a destra) 


le curve y e d costituiscono due parametrizzazioni del segmento AB. Il punto medio 
di AB, ad esempio, è individuato dal parametro £ = 3 nel primo caso e t = L 
nel secondo. 

La curva y si dice semplice se y è un’applicazione iniettiva, ossia se valori 
diversi del parametro individuano punti diversi del sostegno. 

Se l’intervallo I = [a,b] è chiuso e limitato, come negli esempi precedenti, la 
curva ‘y si chiamerà arco. Un arco si dice chiuso se y(a) = y(b); ovviamente un 
arco chiuso non è una curva semplice. Tuttavia, si parla di arco chiuso e semplice 
(o arco di Jordan) se il punto y(a) = y(b) è l’unico punto del sostegno ad essere 
immagine di due valori diversi del parametro. La Figura 8.17 illustra diversi esempi 
di archi. 

Come per le curve, vi è differenza concettuale tra un arco e il suo sostegno. Va 
tuttavia detto che frequentemente si indica con il termine ‘arco’ un sottoinsieme 
del piano o dello spazio (ad esempio si parla comunemente di ‘arco di circonferen- 
za’); in tal caso viene sottintesa una parametrizzazione dell’oggetto geometrico, 
solitamente definita nel modo più naturale. 


Esempi 8.8 
il La curva piana e semplice 
y(t) = (at +b,ct+d), teR, a#0, 
ad — be 


. c 
ha come sostegno la retta di equazione y = —x + 
a a 
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veleni) 
Infatti, posto x = x(t) = at+bey= y(t) = ct +d, abbiamo t = Ri da cui 


ja c CRETE Coi ad — del 
a a ta) 
ii) La curva 
(4) = (e(0),4(0) = (1+cost,3+sint), te [0,27], 


ha come sostegno la circonferenza di centro (1,3) e raggio 1; infatti vale la rela- 

. 2 2 ; i . : 
zione (x(t) — 1)° + (y(t) - 3) = cos?t+sin°t = 1. Si tratta di un arco chiuso e 
semplice e costituisce il modo più naturale per parametrizzare tale circonferenza 
percorrendola in senso antiorario a partire dal punto (2,3). 
In generale l’arco chiuso e semplice 

rt) = (e(t),y() = (20 +rcost,yo +rsint), te [0,27], 

ha come sostegno la circonferenza centrata in (x0, Yo) di raggio r. 
Si osservi che se # varia in un intervallo di tipo [0, 2k7], con È intero positivo 
> 2, l’arco ha ancora come sostegno la circonferenza ma essa viene percorsa k 
volte; dunque l’arco non è semplice. 


Se invece t varia nell’intervallo [0,7], la corrispondente curva è un arco (di 
circonferenza) semplice ma non chiuso. 
iii) Similmente, assegnati a, b > 0, l’arco chiuso e semplice 

Y6) = (£(t),y(6)) = (acost, bsint), te [0,27], 
parametrizza l’ellisse centrato nell'origine e con semiassi a e db. 
iv) La curva 

S(=1e1,4(0):= (boost, belt); te (0, +00), 
ha come sostegno la spirale rappresentata in Figura 8.18, a sinistra, che viene 
percorsa in senso antiorario a partire dall’origine. Infatti il punto y(t) ha distanza 
dall’origine uguale a y/2(t) + y?(t) = t, che cresce al crescere di t. La curva è 
semplice. 
v} Siano P = (xp,yp,zp)e Q = (10,Y0,z0) punti distinti dello spazio. La 
curva semplice 

y(t)=P+(Q-P)t, teR, 
ha come sostegno la retta passante per P e Q. Infatti y(0) = P, y(1)=Qeil 
vettore y(t) — P ha direzione costante essendo parallelo a Q — P. 
Una più generale parametrizzazione della stessa retta è data da 
tod 
VISI 

1 to 
con to # t1; in tal caso si ha yY(to) = P, Y(t1)=Q. 


teR, (8.40) 


vi] La curva semplice 
Y1) = (c(),u(4), 2(t)) = (cost, sint,t), teR, 
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A 


Figura 8.18. Rappresentazione della spirale e dell’elica circolare definite negli Esempi 
8.8 iv) e vi) 


ha come sostegno l’elica circolare rappresentata in Figura 8.18, a destra. Si noti 
che il sostegno giace sul cilindro infinito di asse coincidente con l’asse z e raggio 
1, ovvero l’insieme {(x,y, 2) € R3 : x2 + y2 = 1}. x 


Diremo che una curva Yy : / —> R* è derivabile se le sue componenti x, y, 2 : 
I + R sono funzioni derivabili su I (ricordiamo che una funzione è derivabile 
su un intervallo / se è derivabile in tutti i punti interni ad I ed è derivabile 
unilateralmente negli eventuali estremi appartenenti ad /). Indichiamo con y' : 
I + R3 la funzione derivata y'(t) = (2/(t),y/(4), 2/(t)). 


Definizione 8.9 Una curva y: I — R3 dicesi regolare se è derivabile su 
I con derivata continua (ovvero le componenti sono funzioni di classe C* su 
I) e sey'(t) # (0,0,0), per ogni t € I. 


Una curva y:I+ R* dicesi regolare a tratti se I è unione di un numero 


finito di intervalli su cui Y è regolare. 


Se y è una curva regolare e se tg € /, il vettore y'(t0) dicesi vettore tangente 
al sostegno della curva nel punto Po = Y(to). Tale definizione può essere giustificata 
geometricamente nel modo seguente (si veda la Figura 8.19). Sia to + At € I tale 
che il punto Pa: = Y(to + At) sia diverso da Py. Consideriamo la retta passante 
per Pp e Pa; ricordata la (8.40), tale retta può essere parametrizzata come 


bdo 


S(t) = Po + (Pai — Po) Ar M0)+ 


Y(to + At) — Y(to) 
A 


(t— to). (841) 


Facendo tendere At a 0, il punto Pa; tende a Py (nel senso che ogni componente 

di Pa; tende verso la corrispondente componente di Py). Nel contempo, grazie 

(to + At) — Ato) 
At 


all’ipotesi di regolarità di y, il vettore o = o(to, At) = tende 
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S(t) 
4 
2 / P; (0) 
Y(to) , o 
lf 
Pat = (to + At) 
fait 


Figura 8.19. Vettori tangente e secante a una curva nel punto Po 


a Y'(to). Dunque la posizione limite della retta (8.41) è la retta 
T(t) =) +Y(to)(t-to), teER, 


tangente al sostegno della curva in Ph). A rigore, il vettore tangente al sostegno in Po 
è il vettore applicato (Po, Y'(to)) (si veda il Paragrafo 8.2.3), ma comunemente lo si 
indica semplicemente con y'(to). Si può verificare che la retta tangente al sostegno 
di una curva in un punto è intrinseca al sostegno, cioè non dipende dalla parame- 
trizzazione scelta; invece il vettore tangente dipende dalla parametrizzazione per 
quanto riguarda modulo e verso. 

Da un punto di vista cinematico, una curva rappresenta la traiettoria di una 
particella che al tempo t occupa la posizione y(t) nello spazio. Se la curva è 
regolare, il vettore y'(t) rappresenta la velocità della particella al tempo t. 


Esempi 8.10 
i) È facile verificare che tutte le curve considerate negli Esempi 8.8 sono regolari. 


ii) Sia f:I-— RR una funzione derivabile con continuità sull’intervallo I; la curva 


n0=(tf0), tel, 
è una curva regolare avente come sostegno il grafico della funzione f. Si osservi 
infatti che 


Yt=(1,f"@)#(0,9), per ogni t € I. 
iii) L’arco y : [0,2] — R? 
_S(G1), te 0,1), 
uc e te [1,2], 


è una parametrizzazione della poligonale ABC (si veda la Figura 8.20, a sinistra); 
invece l’arco 
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Alu (B Al = ‘B 


N 


O | 


[S) 


O ] 


Figura 8.20. Poligonale ABC’, a sinistra, e ABC'A, a destra, definite nell’Esempio 8.10 
iii) 


(Gb te {0,1), 
(RAP te|1,2), 
(2-36-2)), seP.d), 
è una parametrizzazione della poligonale ABCA (si veda la Figura 8.20, a 
destra). Entrambe le curve sono regolari a tratti. 
iv) Le curve 
x(t) = (1+ v2cost, v2sint), te [0,27], 
3(t)=(1+v2cos2,-v2sin2t), = #€ (0,7), 
sono due parametrizzazioni (la prima antioraria, la seconda oraria) della stessa 


circonferenza C, avente centro in (1,0) e raggio v2. Esse sono regolari e le loro 
derivate sono date da 


yY(t) = v2(- sint, cost), 5'(t) = 2V2( - sin2t, — cos 2t). 


Il punto Py = (0, 1) € C'è immagine mediante y del valore to = 7 del parametro 
e mediante 7 del valore fo = 37 del parametro, ossia Po = Y(to) = 3(to). Nel 
primo caso il vettore tangente è y'(to) = (-1,—1) e la retta tangente a C in Py 


è data da 


T(t) = (0,1) — (1,1)(t cm) = ( (+01 t+im, teR, 
mentre nel secondo caso si ha 7/(t0) = (2,2) e 
& 5 
Fe) = (0,1)+(2,(- 3m) = (2@ 27), 1 +2 - om), teR. 


I vettori tangenti in P) hanno verso e lunghezza diversi, ma la retta tangente 
è la stessa. In effetti, ricordando l’Esempio 8.8 i), in entrambi i casi si ottiene 
y=l+%. O 
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8.5 Cenni alle funzioni di più variabili 


Nei capitoli precedenti, abbiamo studiato funzioni reali di una variabile reale, ossia 
funzioni definite su un sottoinsieme della retta reale R (ad esempio un intervallo) 
a valori in R. 

Vogliamo ora estendere alcuni dei concetti visti in precedenza, ed introdurne 
di nuovi, relativamente alle funzioni reali di due o tre variabili reali, vale a dire 
le funzioni definite su un sottoinsieme del piano R? o dello spazio R? a valori in 
IR. Le funzioni che considereremo si scriveranno dunque come 


f:domf CR°+R (d = 2 oppure 8), 
x f(e). 
Qui « indica il generico elemento di R°, vale a dire la coppia @ = (x1,x2) se 


d = 2 oppure la terna x = (11,22, 73) se d = 3; talvolta per semplicità scrive- 
remo (21,22) = (x,y) e (21, 02, 23) = (€,y, 2); indicheremo inoltre le coordinate 
di ® con (x1,...,%4) quando non è necessario precisare se d = 2 oppure 3. Ri- 
cordiamo che ogni x € R° è univocamente associato a un punto P nel piano 
o nello spazio, le cui coordinate rispetto a un sistema di riferimento cartesiano 
ortogonale sono le componenti di x. A sua volta, P individua un vettore applica- 
to nell'origine, di componenti x1,...,x4; pertanto, l’elemento x € R° può essere 
pensato come tale vettore. In R° sono dunque definite le operazioni di somma 
xcr+y=(z1+%1,...,2a + ya), di prodotto Ae = (Ax1,...,Ax4) e di prodotto 
scalare ® - y = x1Y1 +... + raYa già introdotte e studiate per i vettori. Inoltre 
è definita la norma euclidea ||x|| = Vxî+...+37, che rappresenta la distan- 
za euclidea del punto P di coordinate x dall’origine O. Si noti che la quantità 
lle — yll = V(e1—%1)? +...+ (24 — Ya)? rappresenta la distanza tra i due punti 
P e Q di coordinate x e y rispettivamente. 


8.5.1 Continuità 
Mediante il concetto di distanza, possiamo definire gli intorni di un punto in RÉ e 


quindi estendere i concetti di continuità e limite alle funzioni di più variabili. 


Definizione 8.11 Sia xo € R° e sia r > 0 un numero reale. Chiamiamo 
intorno di xo di raggio r l’insieme 


I,(co) = {x € R°:||e-xol|<r} 


costituito da tutti i punti di R° che distano meno dir da xo- 


Posto xo = (£01,-.. od), la condizione ||e — o|| < r equivale a 
(21 — to1)” + (2a — xo)? < r° sed=32, 


(ci — toi)? + (29 — xo2)? + (©3 — x03)} < r? sed= 3; 
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dunque /,(x0) è rispettivamente il cerchio oppure la sfera di centro xo e raggio r, 
privi di frontiera. 

La definizione di continuità è formalmente identica a quella data per funzioni 
di una variabile reale. 


Definizione 8.12 Sia f : dom f CR“ + R e sia x € dom f. La funzione f 
dicesi continua in xq se per ogni e > 0 esiste un ò > 0 tale che 


Va € dom f, xr-toll<òi > |f(@)- f(co)|<e€, 
vale a dire 


Va € dom f, x € Is(xo) 


Esempio 8.13 


Verifichiamo che la funzione f : R? + R, f(x) = 2x1 + 5x2 è continua in 
xo = (3,1). Si ha 
|f(®) — f(wo)| = |2(c1 — 3) + 5(x2 — 1) 
< 2|c1 — 3] +5|c2 — 1| < 7[|e — 2ol. 

Abbiamo qui usato la proprietà |y;| < ||y|| per ogni è = 1,...,d e per ogni 
y € R°, che discende immediatamente dalla definizione di norma. Fissato e > 0, 
è sufficiente scegliere d = 2/7 per ottenere il risultato. Si noti che il medesimo 
ragionamento mostra che f è continua in ogni xo € R?. Q 


Una funzione f : dom f C R° — R dicesi continua in una regione £2 C dom f 
se è continua in ogni punto x € J2. 

Le definizioni di limite per @ — xo € R£ sono del tutto simili a quelle date nel 
Capitolo 3. 


8.5.2 Derivate parziali e gradiente 


Sia f : dom f C R° + R una funzione di due variabili, definita nell’intorno di un 
punto 20 = (0, yo). La funzione x + f(x, yo), ottenuta fissando il valore della 
seconda variabile indipendente, è una funzione reale di variabile reale, definita 
nell’intorno del punto xo € RR. Se essa è derivabile in xo, diciamo che f ammette 
derivata parziale rispetto a x in xo e poniamo 


Similmente, se la funzione y + f(x0,y) è derivabile in yo, diciamo che f ammette 
derivata parziale rispetto a y in 20, e poniamo 
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Nel caso in cui entrambe le condizioni di derivabilità siano soddisfatte, diciamo 
che f ammette derivate parziali (prime) in 20 e pertanto risulta definito il vettore 
gradiente di f in xo, indicato con V f(x0), ponendo 


In modo analogo, data una funzione di tre variabili f : dom f C R3 + R, 
definita nell'intorno di un punto &0 = (0, Yo, 20), le sue derivate parziali (prime) 
in xo rispetto alle variabili x, y, 2 sono le quantità 


dali 
= — f(€,U0; 20) 
dr 


d 


f(co. Y. zo) 


 dy 


lor 
= — f(0,Y0, 2) 
dz 


supponendo che le derivate a secondo membro esistano. Il gradiente di f in 20 è 
il vettore 


Esempi 8.14 


i) Sia f(2,y) = Ve? + y? la funzione distanza dall’origine. Considerando il punto 
xo = (2,-1), abbiamo 


Of _(d 3 sE x 2 
3 (-1)= (ve +1) = |. F 
of __ (d MEGA. __L 
ag AD (gt) aa|_ VE 


Pertanto 


il) Sia f(x,y,z) = ylog(2x — 32). Nel punto xo = (2,3,1), abbiamo 


of 2 


pel (- 3log(2x — 3)) (2) = 353; 


dr mi 


x=2 
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Of d 
Caselli 1) SAL 
o 3) = (711081) 0) 
Of d -3 
— (2,3,1)={— _ )=3-—_ =-9 
3 (2,3,1) = (5 3log(4— 32))()= 37 Sai 
e dunque 
Vf(2,3,1) =(6,0,-9). O 
Posto ® = (x1,...;a), la derivata parziale di f in xo rispetto alla variabile 
X;, î = 1,...,d, viene anche indicata con uno dei simboli 


Dr,f(2o) oppure fx;(o). 


La funzione 97 9; 
:LH> (2), 

Ox; Or; 

definita in un sottoinsieme dom di C dom f € R° a valori in R, dicesi funzione 

derivata parziale di f rispetto a i. La funzione gradiente di f, 


Vfir V/(x), 


il cui dominio dom V f è l’intersezione dei domini delle singole derivate parziali, è 
un esempio di campo vettoriale, ossia di funzione definita in un sottoinsieme di R° 
a valori in R° (pensato come spazio vettoriale). 

Esempi 8.15 


Riprendiamo gli esempi precedenti. 
i) Per la funzione f(x,y) = Vr? + y?, abbiamo 


_ x Y E 
V/(€)= (F +72” Va? + a) el] 
con dom Vf = R? \ {0}. 


ii) Per la funzione f(x, y, 2) = ylog(2x — 32), abbiamo 


2Y —dy 
E (os ba ve) | 


con dom Vf = dom f = {(x,y, 2) e R3 :2x — 32 > 0}. O 


Le derivate parziali rispetto alle variabili x;, î = 1,...,d, sono casi particolari 
di derivata direzionale lungo un vettore, che ora introduciamo. Sia f una funzione 
definita in un intorno di un punto x9 € R° e sia v € R° un vettore non nullo 
fissato. Diciamo che f ammette derivata parziale lungo v in xo se esiste finita 
la quantità 


— f(co) 
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Un altro simbolo usato per tale espressione è Dy f(x0). 

La condizione precedente esprime la derivabilità in to = 0 della funzione t H+ 
F(xo + tv) (definita in tutto un intorno di tg = 0 in quanto se £ è abbastanza 
piccolo, 2) + tv sta nell’intorno di xp in cui f è definita). Si noti che la curva 
t-> xo+tv = y(t) è una parametrizzazione della retta passante per x0 e avente 
la stessa direzione di v e si ha (f0y)(t) = f(x20+tv). Dunque, la derivata parziale 
di f lungo v in x) può anche essere espressa come 


dI (20) = (5 09) (0). 


La derivata parziale di f in xo rispetto a x; si ottiene ponendo v = e;, dove e; 
indica il versore la cui i-esima componente vale 1, mentre tutte le altre componenti 
valgono 0 (dunque e; = è, eg = j, e3 = k). Si ha cioè 


Infatti, ponendo ad esempio d = 2 e î = 1, abbiamo 


Fo + te1) = f((c0, vo) +t(1,0)) = f(x0 +4, vo) 


e pertanto, con la sostituzione x = xo + t, otteniamo 


Of _ i Ero +t%, vo) — f(£0, Y0) 
de; (0; Yo) _ lim L 
cia fado) 
sl da x— o _ dx (#0, 0) 


È possibile dimostrare che se f ammette derivate parziali rispetto a ogni x; in 
tutto un intorno di x0 e se tali funzioni sono ivi continue, allora f ammette in x0 
derivate direzionali lungo un qualunque vettore v # 0; tali derivate si esprimono 
mediante il gradiente di f in 0 come 


Si noti che tale formula fornisce le espressioni, talvolta utili, 


of 
Or, 


(20) = ei: Vf(xo), = lpogd. 


Inoltre, sotto le ipotesi fatte su f, se y : JI — Rf è una qualunque curva 
derivabile in to € / e tale che y(to) = xo, allora la funzione composta (f 0 y)(t) = 
S(2(1)) è derivabile in to e si ha 
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(G121) 0-90) vi): (8.42) 


tale espressione estende la regola di derivazione della catena vista per le funzioni 
reali di variabile reale. 
Esempio 8.16 


Sia f(2,y) = VV? + y? la funzione distanza dall’origine, e sia Y : (0, +00) — R? 
la spirale y(t) = (£cost,tsint). Essendo 


f(y(0) = VI cost +t2sin?t=1, 


d 
per calcolo diretto otteniamo immediatamente Fri f(Y()) = 1 per ogni t > 


0. Verifichiamo che il secondo membro della (8.42) fornisce lo stesso risultato. 


Poniamo a = y(t) ed introduciamo il versore è = TET = (cost,sint). Si ha 
yY() = (cost,sint) + t(— sint, cost) = ® + t&*; la notazione per il versore 
i — (— sint, cost) è motivata dal fatto che esso è ortogonale a &, cioè soddisfa 


A 


è - è = 0. D'altro canto, abbiamo verificato nell’Esempio 8.15 che Vf(x) = è 
per ogni a # 0. Pertanto, 


Y(1)-Vfi(a)=(&+tàt) è =<è.t+tè 


come previsto. C 


8.6 Esercizi 
[1.] Determinare le coordinate polari dei seguenti punti del piano: 
A=(5v6,5v2), B=(5v6,—5v2), 
C=(-5v6,5V2), D=(-5v6,—5v2). 
2. Determinare le coordinate polari dei seguenti punti del piano: 
a) A=(—5,0) b) B= (0,4) c) C = (0,-3) 


3. Determinare le coordinate polari dei seguenti punti del piano (si lasci l’argo- 
mento espresso in funzione dell’arcotangente): 


la) A=(2v3-3v2,1) b) B= (3v2- 2v3,3v2+2v3) 


[4.] Determinare le coordinate polari dei seguenti punti del piano (si lasci l’argo- 
mento espresso in funzione dell’arcotangente): 


A= (cos ps sint), B=( cos T, sint), C= (sin cosc). 
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5. 


DA 


8.] 


10. 


12. 


13. 


14. 


a] 
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Determinare le coordinate polari dei seguenti punti del piano: 


ai Vo on vV.,nvy_ na vV2.r 
î OS c | sin 


dal pg ey Mg) 


28 28 
b) B=(2cos g 7: 25in 9" 


Dati v; = (1,0,—2) e va = (0,1,1), determinare il numero reale \ in modo 
che vi + Av sia ortogonale a v3 = (-1,1,1). 


Determinare l’insieme dei vettori nel piano ortogonali al vettore v = (2,—5). 


Determinare l'insieme dci vettori nello spazio ortogonali ai vettori v, = (1,0,2) 
e vg = (2,—1,3). 


Determinare il modulo dei vettori: 


T.T_ T_T. FT 
v=(0,v3,7), v2=(1,5,-2), v3 = (cos 7, sÎn 7 0083, sin = sinz). 


Determinare il coseno dell’angolo formato dalle seguenti coppie di vettori: 

a) v=(0,1,0), w=(0,-4,,2) b) v=(1,2,-1), w=(-1,1,1) 
Dato il vettore w = (5,-3,-v2), se ne determini il versore u. Dato poi 
il vettore v = (2,-1,2V2), se ne determinino la componente lungo u e la 


componente ortogonale. 


Scrivere in forma algebrica i seguenti numeri complessi: 


a) (2-3i)(-2+1) b) (3+d(3-d9(F++i) 
1+2î 2-i 5 
>) Fat i d T=ge- 96-35 


Scrivere in forma trigonometrica ed esponenziale i seguenti numeri complessi: 


a) z=i Db) z=-1 

c) z=1l+i d) z=i(1+%) 
iui 

e) z= ui: f) z=sina+icosa 


l-i 


Calcolare il modulo dei seguenti numeri complessi: 


1 2 
a) = TISa b) z=1+i- 


Ù 
1-21 


(15. Verificare che se |z| = 1 si ha 


16. 


21. 


22. 
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d3z- i 
d+iz 


Risolvere le seguenti equazioni: 


a) 22-2z+2=0 b) 22+3iz+1=0 
o] zl:|-22z+i=0 d) |x{z}=i 
e) 22+iz=1 [0 | 28 = |a]! 


Verificare che 1+ i è radice del polinomio 24 — 523 + 1022 — 102 + 4 e trovare 
le altre radici. 


. Calcolare 22, 2°, 2° per 


_l-i na? o i 


i o v3-i i 


a) 2 


. Calcolare e rappresentare graficamente i seguenti numeri complessi: 


a) z= Yi DD) 2=v1 c) z=V2- 21 


. Determinare il dominio delle seguenti funzioni: 


Calcolare le derivate parziali delle seguenti funzioni nei punti indicati: 


a) f(e,y) = v3c€+y? in (x0,v0) = (1,2) 
b) f(2,Y, 2) = Yert#s in (0, Yo, 20) “i (0, 1, 1) 


Determinare la funzione gradiente delle seguenti funzioni: 


a) f(x,y) = aretan ET! b) f(2,u) = (2+y)log(22 — y) 


L_Y 
c) f(2,4,) = sin(x + y) cos(y — 2) d) f(x,y,2)=(x+y) 
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23. Calcolare le derivate direzionali delle seguenti funzioni lungo i vettori v e nei 
punti indicati: 


a) Î(c,y) =xvy-3 v=(-1,6) xo = (2,12) 
b) f(x,y,2) = x v=(12,-9,-4) xo = (1,1,--1) 


8.6.1 Soluzioni 


|. Per tutti i punti si ha r = V25-6+25-2= 578. Utilizzando la formula (8.2), 
per il punto A risulta 


5V2 1 
04 = arctan 5v2 = arctan — = 


5v6 v3 6 


in quanto x > 0. Analogamente per il punto B, si ha 


0g = arctan ( : ) arctan È - 
BE —_ ——_ = — £ ci ——_ = —_ — ; 
v3 va 6 
per il punto C, essendo x < 0 e y > 0, si ha 
0 = arctan(- —) +r=-L4r=> 9 
Gi = 4 v3 i 6 == 6 ’ 
per il punto D, essendo x < 0 e y < 0, si ha 
8p = arctan r=li_r ca 
A gig ug © Tg 
2. Coordinate polari di punti del piano: 
al r=5, @0=7; Db) r=4, 0=3; clr=3, 0=-3. 


3. Coordinate polari di punti del piano: 


a) Risulta r = V31— 12V6; inoltre notando che 2V3 < 372, si ha 


2V/3+3vV2 
ie 
—6 


0 = arctan +7 = arctan 


= — arctan CEE )+r. 


1 
2V3— 3V2 
b) r=5v6, @=arctan(5+2v6). 
|. Per tutti i punti risulta r = 1. Per il punto A, si ha 


TT 
#4 = arctantan 9” 


9 AI 
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Per il punto B, tenendo conto che x < 0 e y > 0, si ha 


0 arct an an { TT + TI TT. 
B 


Per il punto C, si ha 


yT 
S 9 


T I 


co 
@c = arctan 
sin 5 


ricordando le (2.17) e il fatto che la tangente è periodica con periodo 7, abbiamo 


cos È sin(T +2 11 7 li 
2 = (6 ll tan TE tan ( T) = tan T, 
sin 5 costg + 5) 18 18 18 


MEGA 
dunque 80 = 3gT.. 
5. Coordinate polari di punti del piano: 


) E sufficiente notare che 2 = sin j = cos { e applicare le formule di addizione 
per il seno e il coseno, per ottenere 


TOTI TTI 13 
A= (c0s(7+7),sin(7+2))= (costi ssi az or). 


Osservando che tr < 5, si ha immediatamente r = 1 e 0 = Br. 
Db) r=2, 0=-Èr 
6. I vettori v1 + Av2 e v3 sono ortogonali se (vi + Av2) - v3 = 0. Ma 
(01 + Av2)- vga = 01-03 +A402-va = -3+2A, 


da cui ) = 3 

7. Il vettore (x,y) è ortogonale a v se (x,y) - (2,—5) = 2x — 5y = 0. Pertanto 
l’insieme cercato è costituito dai vettori che giacciono sulla retta di equazione 
2x — 5y = 0. Ad esempio, l’insieme si può descrivere come {A(5,2) : A € R}. 

S: Imponendo l’ortogonalità del vettore w = (@, y, 2) con vi e va otteniamo w-v1 = 
x+22=0ew-v2=2x-y+32z=0, da cui x = —-22 e y= —z. Ponendo 2 = A, 
l’insieme cercato è quindi {A(-2,-1,1):A € R}. 


|ox]|= v52, |lo2]] = v30, |vs]=1. 
0. Angolo fra vettori: 


al cos?@=}; b) così =1. 


ù 


ll. Risulta ||w|| = 6 e dunque u = (3,3, — &}). Poiché v-w = È, si ha 
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12. 


14. 


a) 


15. 
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Va, (7 4° _ 4 ) ’ 
5 3 v2 3. 19 
= (2,-1,27v2 = 2). 
Vut ( ’ , v2) (g' 4° ) (o 14?) 
Forma algebrica di numeri complessi: 
-1+8; b) 2+i; c) —î; d) zi 
. Forma trigonometrica e esponenziale di numeri complessi: 
T ie TT jE DIR dr 
CE ar b) 2 = cost+4isina = e; 

a 3 3 ; 
z= V2(cos Hi sin) =V2eiî;  d) 2= v2(cos grtisin 17) = V2elit, 
così +isin le ef; f) cos (3 - a) +isin (3 = a) = ei(5-9) 

2 2 i 2 2 


Modulo di numeri complessi: 
Da ) /1 
NEI ; b) 5° 


Invece di compiere la verifica diretta, moltiplichiamo il denominatore per |z] 


(= 1) e otteniamo 


16. 
a) 


Y 
b) 


c] 


dz _- i 
dz+i 


I+iz 


Risoluzione di equazioni: 


s=1l<t%. 
Applichiamo la formula risolutiva per equazioni di secondo grado e otteniamo 
ne ditv-9-4_ -3itv13i _-3tV713, 
_ 2 7 2 e i 
Scrivendo 2 = x + îy, l'equazione diventa 
(ec +tiy)Vva?+y2 —2x—2iyt+ti=0, 
Ovvero 


a+ -22+i(u +? -29+1) =0. 


Uguagliando parte reale e parte immaginaria del primo e del secondo membro, 


otteniamo il sistema 
{e (vt) = 0 


yV/xe? +y2 — 2y+1=0. 
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Dalla prima equazione, dovrà essere x = 0 oppure /x? + y2 = 2. Quest’ul- 
tima relazione inserita nella seconda equazione del sistema dà un risultato 
impossibile. Pertanto le uniche soluzioni possibili saranno 


x=0 
yly—2y+1=0. 


Distinguendo i due casì y > 0 e y < 0, otteniamo 


x=0 x=0 
y-2y+1=0, ° |-y2-2y+1=0, 


x=0 x=0 
y= 1, di y=-1+v2. 


Pertanto le soluzioni sono 2 = é e 2 = i(-1— v2) (in quanto y= —1+yv2 > 0 
non è accettabile). 


v2 VI 1 VT .1 
ll a=t_—_ i); li -#= j—-;z= j—. 
bi Sg 23 20! 


f) Ricordando che |z|? = 22, l'equazione diventa 


e dunque 


gg <> es) =0 


Allora una soluzione è 2 = 0 e le altre soddisfano 2—z? = 0. Ponendo 2 = a+iy, 
si perviene al sistema 
{ e -y-x=0 


2ey+y=0. 


Riscrivendo la seconda equazione come y(2x+1) = 0, si ottengono i due sistemi 


x(e -1)=0, deg 


In definitiva, le soluzioni sono 


17. Poiché il polinomio è a coefficienti reali, oltre alla radice 2 = 1+4, vi è anche la 
radice coniugata z = 1—i. Pertanto il polinomio è divisibile per (2—1—i)(z-1+4) = 
2° 22+2esì ha 


2% — 52° + 1022 — 102z+4= (2°—22+2)(2° —32+2) = (2°-22+2)(2-D(2-2). 
Le radici sono quindi 


z=1+1, z=l-1, z=1, z=2. 
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18. Potenze di numeri complessi: 
al 22=2i, 2°=-16(1+1), 220 = glo. 


b) Razionalizzando i denominatori si ha 


VI4i |. 1 
z=2 = 
4 2 


Scrivendo il numero in forma esponenziale, si ha 


z=35(V3-i)=e 6° 
e quindi 
| ns 1 
22 = = così isin 3 = 5(1 vV3i); 
29 = el Ti — eBi costa isinti=4, 
2 2 
220 = e $Ti = e$Ti — Lui +v83i). 


2 
19. Calcolo e rappresentazione grafica di numeri complessi: 
‘ IU = il è n 1 . 
al zo=i, z:=-3(vV3+1), zz=3(V3-1). 
I numeri sono rappresentati nella Figura 8.21, a sinistra. 


Scriviamo il numero 1 in forma esponenziale 1 = e®7’. Allora, ricordando che 
ett?7 = e, si ottiene 


b) 


I numeri sono rappresentati nella Figura 8.21, al centro. 
C) 20 = #Besri, zi = WBeT eri, 
I numeri sono rappresentati nella Figura 8.21, a destra. 


Imz Imz Imz 


zo 
” «1 


Rez | | È zo Rez T “Re Z 


Figura 8.21. Radici cubiche di —i (a sinistra), radici quinte di 1 (al centro), e radici 
quadrate di 2 — 2: (a destra) 
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20. Dominio di funzioni: 
a) Il dominio è l’insieme {(x,y) € R? : 2 # y?}, ossia l’insieme di tutti i punti del 
piano esclusi quelli appartenenti alla parabola di equazione x = y2. 


La funzione è definita dove l’argomento della radice è > 0; dunque il dominio 
è l’insieme 


1 1 
{(r,y) ER? :y< 7 8e0>0,y2 7 ser <0,yERser=0} 
ta x 


ossia l'insieme dei punti del piano compresi tra i due rami dell’iperbole y = . 
c) La funzione è definita quando 3x +4 +12 0 e 2y— x > 0; ossia il dominio è 
l’insieme 


{(x,y) eR°:y2 -3r- 1}U{(o,y) R°:y> 3). 


Esso è rappresentato nella Figura 8.22. 
ll) La funzione è definita dove l'argomento del logaritmo è > 0; pertanto il dominio 
è l'insieme 
{(x,y,2) ER? :2°+y°+2x°>9}, 
ossia l’insieme dei punti del piano esterni alla sfera di centro l’origine e di 
raggio 3. 


21. Derivate parziali di funzioni. 


., Of 3 Of 2 
al —(1,2)= —-, —(1,2)=—. 
, Of i Of of i 
pre 1) = I _1)= I _1)= . 
boa (0,1, 1) e, io 1) 0, RE (0, 1, 1) e 


y=-3x— 1 


Figura 8.22. Rappresentazione grafica del dominio della funzione f(x,y) = 


1 
vVIrtyti- at 
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22. Funzioni gradiente: 


_ 2(x + y) Lr+y 
b) Vf(2,y) = |log(2x-y)+ = , log(2x — y) er È 
e) Vf(£,y,2) = (cos(e +y)cos(y— 2), cos(r + 2y — 2), sin(e +y)sin(y— 2). 
di Vf(&,y,2) = (2(r+y)7, 2(e+y)?7, (e+y)"log(x+y)). 
23. Derivate direzionali di funzioni: 
lo) lo) 1 
) = db) Po)=i. 


Calcolo integrale I 


Il Calcolo integrale affronta due classi di problemi ben distinti: 


i) Trovare tutte le funzioni che, su un certo intervallo della retta reale, hanno 
come derivata una funzione ivi assegnata. Si tratta cioè di compiere l’opera- 
zione inversa della derivazione; tale operazione viene indicata con il termine 
integrazione indefinita. 


ii) Definire e calcolare l’area di una regione piana delimitata superiormente e 
inferiormente dai grafici di funzioni assegnate su un intervallo chiuso e limitato 
della retta reale; in tal caso, si dice che si esegue una integrazione definita. 


A prima vista, queste due problematiche sembrano avere ben poco in comune. 
Il risultato di una integrazione indefinita è, come vedremo tra poco, un insieme 
di infinite funzioni; invece, il risultato di una integrazione definita è un numero, 
che rappresenta l’area della regione piana considerata. In realtà, esiste un risulta- 
to profondo e importante, noto appunto come Teorema fondamentale del Calcolo 
integrale, che afferma che le due problematiche sono tra loro perfettamente equi- 
valenti: se sappiamo ricostruire una funzione dalla conoscenza della sua derivata, 
sappiamo anche calcolare le aree delle regioni piane delimitate dal grafico della 
derivata e da rette parallele agli assi coordinati, e viceversa. 


Nel seguito, trattiamo dapprima il problema dell’integrazione indefinita; suc- 
cessivamente, introduciamo il problema dell’integrazione definita. Per garantire 
una maggiore flessibilità didattica, presentiamo in modo indipendente tanto la co- 
struzione dell’integrale di Cauchy quanto quella di Riemann, trattando però in 
modo unitario le proprietà notevoli dell’integrale definito. Stabiliamo infine il Teo- 
rema fondamentale del Calcolo integrale e ne diamo alcune applicazioni al calcolo 
di aree. 
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9.1 Primitive e integrali indefiniti 


Sia f una funzione definita in un intervallo I. 


Definizione 9.1 Ogni funzione F derivabile in I e tale che 


F'(a)= f(2), Vr € I, 


dicesi una primitiva di f in I (0 su I). 


Non tutte le funzioni definite su un intervallo della retta reale ammettono 
primitive, cioè sono la derivata di un’altra funzione. Il problema di individuare 
tutte le funzioni che ammettono primitive su un certo intervallo, funzioni che 
chiameremo integrabili (in senso indefinito) sull’intervallo, è al di fuori dello 
scopo di questo testo. Ci limitiamo a segnalare una classe importante di funzioni 
integrabili, le funzioni continue su un intervallo reale; tale risultato sarà una 
conseguenza del Teorema fondamentale del Calcolo integrale, che vedremo più 
avanti. 


Esempi 9.2 


i) . « x . "/° 
!) Data la funzione f(x) = x su R, la funzione F(r) = 3? è una primitiva 


di f. Questa non è l’unica primitiva di f: infatti, ogni funzione della forma 
G(x) = 3x2 + c, con c costante arbitaria, è una primitiva di f, in quanto la 
derivata di una costante è nulla. 


ii) Data la funzione f(x) = + sull’intervallo / = (—00,0), le funzioni F(x) 


log |x] + c (con c € R) sono primitive di f su /. 


n Il 


Come si è visto negli esempi precedenti, se F(x) è una primitiva di f(x) sull’in- 
tervallo /, anche ogni funzione del tipo F(x) + c, con c costante, lo è. È naturale 
chiedersi se esistano altre primitive di f(x). La risposta è negativa, come mostra 
il seguente importante risultato. 


Proposizione 9.3 Se F e G sono due primitive di f sull’intervallo I, allora 
esiste una costante c tale che 


G(a)= F(x}+c, Va € I. 


Dimostrazione. Introduciamo la funzione ausiliaria H(x) G(x)- F(x). Deri- 
vandola, si ha 


H'(x)=G'(x)- F'(x)= f(a)- f(x) =0, Vr E I. 


Dunque la funzione H ha derivata nulla in ogni punto di / e quindi 


è costante per la Proprietà 6.25. 
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Riassumendo, vale il seguente Teorema di caratterizzazione dell’insieme delle 
primitive di una funzione f. 


Teorema 9.4 Sia f una funzione integrabile (in senso indefinito) su I e sia 


F una sua primitiva. Allora le primitive di f sono tutte e sole le funzioni 
F(x)+c al variare della costante c in R. 


Tale risultato motiva la seguente definizione. 


Definizione 9.5 L’insieme di tutte le primitive di f in un intervallo reale 
viene indicato con il simbolo 


1 f(x)dx 


(che si legge integrale indefinito di f, oppure “integrale di f(x) in da”). 


Se F è una primitiva di f, avremo dunque 


"(a)+c : ce R}. 


Si osservi che l’integrale indefinito di f non rappresenta un numero, bensì un 
insieme di infinite funzioni. Tuttavia, per comodità di scrittura, si usa omettere 
le parentesi graffe di insieme, scrivendo in modo improprio ma sufficientemente 
chiaro 


Esempi 9.6 


i} Sia f(x) = 24. Ricordando che Dx° = 524, si ha immediatamente che una 
primitiva di f è data dalla funzione F(x) = 125. Dunque 


1 
fata = 200 +c. 
5) 
lì) Sia f(x) = e?®. Ricordando che De? = 2e?”, si ha F(x) = 3e?® e dunque 
1 
far de = a +e. 


ll) Sia f(x) = sin5x. Ricordando che Dcos5x = —5sin5x, si ha F(x) = 


1 
—g cos5r e dunque 


1 
fsinsrde = 5 cos 5x + c. 
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iv] Sia 
— sinx ser<0, 


f(x) = sinlel = { 


sin x ser >0. 


Per determinare tutte le primitive di f(x) su R, procediamo nel seguente modo. 
Ragioniamo dapprima su ciascuno degli intervalli Z, = (—-00,0) e Za = (0, +00) 
separatamente. Nell’intervallo /1, tutte le primitive di f(x) sono della forma 


F,(x)= cosce +c; con cj € R arbitrario; 


analogamente, nell’intervallo /9, tutte le primitive di f(x) sono della forma 


F(x) = —cosr+ co con cs € R arbitrario. 


Dunque, la generica primitiva F(x) di f(x) su R si scriverà come 


_SFi(x) see<o0, 
F= {70 se x > 0. 


Inoltre, F° dovrà essere continua in x = 0. Infatti, per definizione di primitiva, F 
è derivabile, e dunque continua, in ogni punto di R. Dobbiamo quindi raccordare 
le primitive trovate, imponendo la condizione 

lim F(x)= lim Fl). 

im F(a)= lim Fa) 
Poiché le espressioni F) e F sono continue in x = 0, ciò equivale a F) (0) = F3(0), 
vale a dire 

1+c1=-1+co. 

Ciò stabilisce un legame tra le constanti c, e co, e permette di esplicitare una 
costante in funzione dell’altra (coerentemente con il fatto che ogni primitiva 
di una funzione dipende da una, e una sola, costante arbitraria). Ad esempio, 
possiamo porre cj = c, ottenendo conseguentemente co = 2 + c. Concludiamo 


che la generica primitiva di f(x) su R è data da 
cost + c sex <0, 

Fa) = | 
— cosr+2+c sex >0. 


Dal punto di vista geometrico, il Teorema 9.4 afferma che i grafici di tutte le 
primitive di una funzione integrabile f si ottengono l’uno dall’altro per traslazione 
verticale (si veda la Figura 9.1). 

Un modo comunemente usato per selezionare una particolare primitiva di f 
consiste nell’assegnare il suo valore yo in un punto xoq fissato di /. Se conosciamo 
una particolare primitiva F'(x) di f(x) in I, e se vogliamo determinare la primitiva 
G(x) = F(x) + co di f(x) che vale yo in xo, scriveremo che 


G(x0) = F(10) + co = Yo. 
da cui ricaviamo co = Yo — F(x0) e dunque avremo 


G(x) = F(x) — F(x0) + Yo. 
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y= F(x) — F(xz0) + va 


| Yo 


To 


Figura 9.1. Le primitive di una stessa funzione differiscono per una costante additiva 


La tavola delle derivate delle principali funzioni elementari, quando la si legga 
in senso contrario, fornisce una tavola di primitive. Abbiamo ad esempio: 


j Copia 
;l vede SI +c (a#-1) 


1 

ti — de =log|x|+c (per © > 0 oppure x < 0) 
x 

fsi Xdr=—-costte 


(9.1) 


J cosada = sinx +e 


J edr=e”+c 


1 
——;- dx = arctanr + c 


1+2? 


dr = aresing +c 


Esempi 9.7 
ì, Si voglia trovare la primitiva di f(x) = cos x che vale 5 in xo = 7. Una primitiva 
di f(x) è F(x) = sinx. Pertanto, cerchiamo G(x) nella forma G(x) = sinx + co. 
Imponendo G(5) = 5 otteniamo co = 4, dunque la primitiva cercata sarà 
G(x) = sina +4. 
lì) Si voglia ora trovare il valore in 21 = 3 della primitiva di f(x) = 6x? + 5x che 
si annulla in xo = 1. Una particolare primitiva di f(x) è data da 


5 
F(a)=2x° + 30°. 
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Imponendo che G(x) = F(x) + co soddisfi G(1) = 0, otteniamo co = —3, da cui 
G(x) = 2x3 + a? — -. 
Il suo valore in 71 = 3 è G(3) = 72. 


iii) Si consideri la funzione continua definita a tratti 


ra={? ser <1, 


MI o 


(r-2)° ser >1 
Procedendo come nell’Esempio 9.6 iv), otteniamo che 
1,2 
3x°+c sex < 1, 
Fa)=41. N 
i(e-2)}+co sex>1. 


Imponendo la continuità in x = 1, si ha 


4 Didi 
-+c=—--+ 00. 
AUT pi 

Da tale relazione, ponendo ci = c, risulta 
1,2 
5x° +c ser< 1, 

Fe) = î 3 [A 

gle-2)+3+0 se=l 


Supponiamo ora di voler determinare ia primitiva di f(x) che si annulla in xo = 3. 
Poiché xo > 1, usiamo la seconda espressione di F(x) e imponiamo la condizione 


1 
P(8)=38-2°+7+c=0, 


6 
da cui c = 23. Ne segue che la primitiva cercata è 
1,2 _T 
30° E sexr< 1, 
F@)=41 3_1 
gli=2)—> #e##L 


Si noti che sarebbe stato concettualmente errato imporre l’annullamento dell’e- 
spressione 3g? +cin xo = 3, in quanto tale espressione rappresenta una primitiva 
di f(x) solo per x < 1. 

Se invece vogliamo determinare la primitiva di f(x) che si annulla in xo = 1, 
possiamo imporre l’annullamento dell’una o dell’altra espressione di F(x), in 
quanto esse coincidono in tale punto. La primitiva cercata è 


Fa) ir} sex< 1, 
L= 
3(e-2)) +1 serx>1 


9.2 Regole di integrazione indefinita 


A partire dagli integrali indefiniti delle funzioni elementari, è possibile ottenere 
gli integrali indefiniti di altre funzioni, usando le regole di integrazione qui sotto 
riportate. 
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Teorema 9.8 (Proprietà di linearità dell’integrale) Siano f(x) e g(a) 
funzioni integrabili su un intervallo I. Allora, per ogni a, 8 € R, la funzione 
af(x)+Bg(x) è integrabile su I e si ha 


Ni (af(2) + B9(2)) de= af f(a) dx + 8/9) dr. (9.2) 


Dimostrazione. Sia F(x) una qualunque primitiva di f(x) e G(x) una qualun- 
que primitiva di g(x). Ricordando la proprietà di linearità della 
derivata, si ha 


aF(x)4 ;G(x)) aF'(r)+BG'(x)=af(x)+Bg(x). Vr e I. 


Ciò significa che la funzione a F(x) + BG(x) è una primitiva di 
a f(x) + Bg(x) su /, il che, ricordando la definizione di integrale 
indefinito, equivale alla (9.2). 


La proprietà permette di integrare termine a termine una somma algebrica di 
funzioni, portando fuori dal segno di integrale le costanti moltiplicative. 


Esempi 9.9 


i) Si voglia integrare il polinomio 4x? + 3x — 5. Ricordando la (9.1) a), si ha 


f(+30- 900 = a [adr +3 (var -5 fade 
1 
-4(32°+a) +3 (+0) — 5(x + c3) 


4 3 
= gr + 30° Bot. 


Si noti che le varie costanti arbitrarie c1,c2,c3 associate ai singoli integrali 
indefiniti sono state inglobate in un’unica costante arbitraria c. 


ii) Si consideri ora la funzione f(x) = cos? x. Si noti che 


1 
cos? x = a(1 + cos 2x) 


e che Dsin2x = 2c082x; dunque, 


1 1 1 1 
f costs de = 5 far+3 fcoszede=32+isin2e +e. 


Analogamente, si trova 


1 1 
fsintadn=32- isinze+e. ni 
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Teorema 9.10 (Regola di integrazione per parti) Siano f(x) e g(x) 
funzioni derivabili su un intervallo I. Se la funzione f'(x)g(x) è integrabile 
su I, allora lo è anche la funzione f(x)g'(x) e si ha 


J f(a)g(2) dx = f(2)g(2) — J l'(g(2) a. (0.3) 


Dimostrazione. Sia H(x) una qualunque primitiva della funzione f'(x)g(x) su 
I. Ricordando la formula (6.4) di derivazione di un prodotto, 


abbiamo 


f(a)g(a)- H(x)l =(f(a g(a)) H'(x) 
f(2)g(a) + f(a)g' (a) — f'(a)g(x) 


Î r)g' bi: 


Pertanto, la funzione f(x)g(x)-H(x) è una primitiva della funzio- 
ne f(x)9'(x), il che è precisamente quanto espresso dalla formula 


(9.3). 


In pratica, se si deve integrare il prodotto di due funzioni, si indentificherà uno 
dei due fattori con la funzione f(x) e l’altro con la funzione g’(x); successivamen- 
te, si risalirà alla funzione g(x), determinando una primitiva di g'(x); infine, si 
troveranno le primitive di f'(x)g(x) e si applicherà la (9.3). 


Esempi 9.11 


1) Si voglia calcolare 


ii re” dr. 


Si ponga f(x) =x e g'(x) = e”. Abbiamo f'(x) = 1, mentre come funzione g(x) 
è conveniente scegliere la funzione e” stessa. Usando la (9.3) si ha quindi 


faetde=set- fede = ae - (+0 = (0 - 1)ef +c. 


N 


Nell'ultimo passaggio si è sostituito alla costante arbitraria —c la costante c, 
altrettanto arbitraria. 
Sìi noti che se avessimo fatto la scelta f(x) = e* e g'(x) = @ (cioè f(x) = e© e 


g(x) = 32°), saremmo pervenuti alla formula 


1 1 
fe dr = 3r°e? 5 ; x°e® da, 


che non ci avrebbe permesso di calcolare l’integrale cercato. 


J log x da. 


Conviene porre f(x) = log x e g'(x) = 1. In tal modo si ha f(x) = 1 e g(a) = 2. 


ii) Si voglia ora calcolare 
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Pertanto, con la stessa avvertenza sulla arbitrarietà della costante di integrazio- 
ne, si ottiene 


1 
froszdr=stoge- fLedr=st0g2- / de 
x 


= rlogea- (cr +c)=ax(loga—1)+c. 


iii) Si voglia calcolare 
S= fersnede. 


Poniamo f(x) = e” e g'(x) = sinx. Abbiamo f'(x) = e” e g(x) = — cose. 
Pertanto 


S= —elcoss+ f ef cosrde. 


Integriamo nuovamente per parti ancora con f(x) = e” mentre ora g/(x) = cose. 
Si ha quindi f(x) = e” e g(x) = sine, da cui 


S = —e* cosr + e” sine — fersinza: = e”(sinx — costr) — S. 


Ciò significa che ogni primitiva F(x) di e” sine si scrive come F(x) = e°(sin a — 
cost) — G(x), dove G(x) è ancora una primitiva di e* sin a. Dunque, ricordando 
il Teorema 9.4 di caratterizzazione delle primitive, otteniamo 

25 = e*(sinx — cost)+c 
ovvero i 

S= 39 (sine — cost) + c. - 


Teorema 9.12 (Regola di integrazione per sostituzione) Sia f(y) una 
funzione integrabile su un intervallo J e sia F(y) una sua primitiva. Sia poi 
(x) una funzione derivabile, definita su un intervallo I a valori nell’inter- 


vallo J. Allora la funzione f((x))g'(x) è integrabile sull’intervallo I e si 
ha 


WCOZO dr = F(g(x)) +c; (9.4) 


tale formula viene sovente scritta, in modo meno preciso ma più sintetico, 
come 


Jie mar fia. 


Dimostrazione. E sufficiente ricordare la formula (6.7) di derivazione di una 


funzione composta, ( he fornisce 


d F( d/ | ud F( el 
2(T)) (0(2 (2) NITIIQ(T}). 
da dy da 
Dunque. F(4(x)) è una primitiva della funzione f(4(x))g/(x). il 
che equivale alla (9.4). 
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Insistiamo sul fatto che il significato preciso della (9.5) è dato dalla (9.4): per 
calcolare l'integrale a primo membro, bisogna integrare la funzione f rispetto alla 
variabile y e successivamente sostituire a y l’espressione (x), in modo che anche il 
secondo membro sia funzione della variabile x. Si noti che, a livello mnemonico, la 
formula (9.5) può essere ottenuta formalmente nel seguente modo: posto y = (7), 
derivando si ha du = g'(x) da cui, trattando la derivata come un quoziente secondo 
la notazione di Leibniz, si ottiene dy = g/(x)dx; effettuando le sostituzioni in uno 
dei due integrali, si ottiene l’altro. 


Esempi 9.13 


i) Si voglia calcolare 


fa e°° de. 


Poniamo y = (x) = 22, da cui g/(x) = 2x. Allora 


1 1 1 
fre da = si fear = sJod- ge +e 


Ritornando alla variabile x, si ottiene quindi 


42 12 
fre da = ze” +e. 


franz da. 


e che (cosx)’ = — sinx. Pertanto, poniamo y = 


lì) Si voglia ora calcolare 


nX 


. È si 
| Ricordiamo che tana = 


(x) = cosx e deduciamo che 


1 1 
franedo= - (cosa)'ar = fZay 
J cose Y 


= — logly+c=—log|cosa|+c. 


iii) Si consideri 


1 
= dr. 
i V1+ a? 
Ricordando l’espressione (6.17) della derivata della funzione settore seno iperbo- 


lico, si ha immediatamente 


x = settsinha +c. 


V1+ 2 
In alternativa, l’integrale può essere calcolato con la sostituzione y = (x) = 
V1+x2— 2, da cui 
x r-V1l+a? 
dy = l)der= ——__ dx 
VI+a2 V1+ 2 


sà 1 1 . 
cioè ——_— dz = —-— dy. In questo modo si ha 
1+ 22 
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1 1 
[ae fio log ly|+c=-log(v1+2°-x)+c 


ove si è tolto il valore assoluto nell'argomento del logaritmo essendo, per ogni 


reR, Vl+2x?-2x>0. 


Le due espressioni trovate coincidono, in quanto 


—log(V1+x2-x)=log(V1+2?+<)= settsinhe. 
iv] L’integrale 


1 
——= da 
/ Va? —1 
può essere calcolato come nell’esempio precedente. Infatti, eseguendo la sostitu- 
zione y= g(x) = va? — 1- x, si ottiene 
1 
——- dr = log|Ve2—1+2x|+c. 
1) Toni g | | 

v) L’integrale 


s-fvizda 


si calcola utilizzando l’esempio iii) precedente e una relazione circolare. Precisa- 
mente, integriamo per parti ponendo f(x) = V1+? e g/(x) = 1. In tal modo 
x 
abbiamo f(x) = == e g(r) = 2 e dunque 
x xa +1- la 
s-avitt-f_ de = aV1+a?- [ES 
VI+x? VI+ x? 
avis fviFan+ 


=aV1+a2—- S 


_——-dx 
i 
1 
+] ——===dx 
=> 


Pertanto 


25 =seVl+e° dr =xV1+x2+log(v1+x2+x)+c 


1 
+ PA 
3a 


e, in definitiva, 


1 1 
$= 3 1+x? + zlog( 1l+x2+a)+c. 


Lo stesso procedimento permette di calcolare J Va? -1d2. 


vi) Si voglia ora calcolare 
s-fvizza. 


È possibile procedere come nell’esempio precedente integrando per parti e ri- 


1 - 
 cordando che = dx = arcsinx + c. In effetti, posto f(x) = V1— x? e 
— x 
x 


g' (x) = di, si ba F'(€) = an 


e g(x) = x da cui 
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S=axVvl- 22 


Dunque 


a=2xV1- ax? 


[ai s+fz& 
vst. gg 


1 
25S=%a 1-24 faz 
V1—- 2x2 


1 1 
S= 3% 1-r2+Zarcsine+oc. 


Un procedimento alternativo consiste nel porre y = arcsinx ovvero x = sin y, da 
cui si ha dx = cosy dy e V1 — x? = cosy, ottenendo 


S= fot ud = 5 /(cos2y+ 1) dy 


ba. 1 1. 1 
= -— sin 2Y + 3Yy+Ce= 3 Sinycosy + 2-y+c 


4 2 2 
x 1 pala inx+c 

= XL TCSIna ci 
2 2 


vii) Infine, si consideri 


fa 
et + er 


Poniamo y = e” da cui dy = e”dx, cioè da = 3 dy. Dunque 


1 11 
TE: d= / id 
e + e Vr 


1 
= J 1x7? dy = arctany + c = arctane” + c. O 


L’esempio ii) precedente è un caso particolare della seguente utile formula, che 
si ottiene dalla (9.5) con la scelta f(y) = j: 


In tutti gli esempi visti finora, abbiamo considerato funzioni f ottenute combi- 
nando un numero finito di funzioni elementari attraverso le operazioni algebriche 
e il prodotto di composizione; delle loro primitive F, abbiamo dato espressioni 
analitiche della stessa natura, ossia combinazioni di un certo numero di funzio- 
ni elementari. Quando ciò è possibile, diciamo che la funzione f è integrabile 
elementarmente. Purtroppo, non tutte le funzioni che sono combinazioni finite 
di funzioni elementari sono integrabili elementarmente. Ad esempio, la funzione 
f(x) = e7®° ha notevole importanza nel Calcolo delle Probabilità; ebbene, si di- 
mostra che le sue primitive (che certamente esistono, in quanto f è continua su 
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IR) non possono essere espresse come combinazione finita di funzioni elementari. 
. i sin x 
Analogo risultato vale per la funzione f(x) = ; 
x 


Il problema della ricerca di un'espressione esplicita delle primitive di una funzio- 
ne data è dunque tutt'altro che banale. Una classe notevole di funzioni integrabili 
elementarmente è costituita dalle funzioni razionali. 


9.2.1 Integrazione di funzioni razionali 


In questo paragrafo, consideriamo la generica funzione razionale 


con P(x) e Q(x) polinomi di grado rispettivamente n ed m (m > 1), e facciamo 
vedere che essa ammette primitive esprimibili in termini di funzioni razionali, 
logaritmi e arcotangenti. 

Notiamo innanzitutto che se n > m, possiamo dividere il polinomio P(x) per 
il polinomio Q(7), ottenendo 


P(x) = Q(x)D(x) + R(2), 


con D(x) polinomio di grado n—m e R(x) polinomio di grado < m-1. Sostituendo 
a numeratore, abbiamo 


[ER de- fDIJar+ / TA dex. 


In questo modo, il problema è ridotto al calcolo dell’integrale di una funzione 
R(2) 
Q(£) 


grado del polinomio a denominatore. 


razionale g(x) = , in cui il grado del polinomio a numeratore è minore del 


Iniziamo considerando alcuni casi particolari che, pur essendo semplici, so- 
no molto significativi, in quanto ad essi viene ricondotta l’integrazione della più 
generica funzione g(x). 


i) Sia g(x) = Tg! ene € R; usando la (9.1) b) otteniamo 


i 
/ dr = logle — a|+c. (9.7) 


L_-Q 
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1 
i) Siagla)= —————, con p? — g < 0; notiamo che in tali ipotesi il polinomio 
g(2) ide i p-@ p p 
a denominatore non ha radici reali ed è sempre > 0. Con semplici passaggi algebrici, 
ponendo 
s=vgq-p°>0, 
abbiamo 


Lt 
x°+2pr+q=x°+2pr+p°+(q-p°)=(x+p)° +82 = 8? "+ ( e) 


SUCRE Lt ; 
Eseguendo la sostituzione y = (7) = o otteniamo 


’ 


1 1 1 
dex = d 
e “ rei, i 


e dunque, ricordando la (9.1) f), concludiamo che 


I TH 
dx = — arctan È tc. (9.9) 


s 


ax + b 
Si = ————_—— ,: ? -— q<0. Grazie all’identità 
iv] Sia g(x) ui. ancora con p° — q razie all’identità 
ar+b=ax+ap+b-ap=3(22+2p)+(6- ap) 
abbiamo 


ax + b a 2x + 2p J 1 
dr = d; b d 
ia Ùi dere RO x° + 2px + q Ù 


Usando la (9.6) con (x) = 2? + 2px + g e la (9.9), otteniamo 


ax + CORSIE, APRO ap c+p 
Sade = flogle t2px + q) + n arctan i +e. (9.10) 


b 
cina , con pî — q < 0 ed r > 1. Usando la regola di 
(x? + 2pa + g)” 
integrazione per parti nel calcolo dell’integrale 


v)} Sia g(a) = 


li 1 
da 
(12 + 2px + q)"! 


e la regola di integrazione per sostituzione con g(x) = 72 + 2px + q, si giunge 
ad esprimere l’integrale di g come somma di funzioni note e dell’integrale di una 
funzione analoga alla 9, in cui r è sostituito da r — 1. In questo modo, partendo 
dal caso r = 1 già trattato in iv), si calcola l'integrale di f nel caso r = 2, poi 
r = 3, e così via. I dettagli sono lasciati al lettore volenteroso. 
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Esempi 9.14 


Si ha 
1 1 
Salue 5 og le 2) +e 


/ ti 1 
Gr +5)? 77 36545) © 


dx — 5 2-2 1 
__* _qe-2 d 
(a i [al fem: i 


1 
= 2log(x? — 2x + 10) — 3 arctan È +c. o 


Ritorniamo al problema dell’integrazione della generica funzione razionale 


R(x) 


g(x) = O) Per ricondurci ai casi particolari sopra considerati, è necessario 
x 


decomporre il denominatore nel prodotto di fattori elementari del tipo 
(x -— a)” oppure (e? + 2px + g)” 
con p? — q < 0. L'esistenza di una tale decomposizione è garantita dal seguente 


teorema, che è una forma del cosiddetto Teorema fondamentale dell’Algebra. 


Teorema 9.15 Ogni polinomio Q(x) di grado m a coefficienti reali si scrive 
in modo unico come 


Q(r) = d(e-a)"-.-(e-an)"(e?2+2p1r+q1)" ---(e°+2pre+gr)", (9.11) 


con d, ai, Pj; dj numeri reali, e con ri, sj interi tali che 
ti t+o«+4ra 42814 +26p=m. 


I numeri a;, distinti tra loro, sono le radici reali del polinomio, ciascuna con 
molteplicità r;. Ogni fattore x? +2pjx+q; è distinto dagli altri ed irriducibile 
in R, cioè tale che Pj — gj < 0; ad esso corrispondono due radici complesse 
(coniugate) 8;,+, che hanno molteplicità s;. 


È possibile dimostrare che la decomposizione (9.11) del polinomio Q(x) per 
mette di scrivere il quoziente g(x) nella forma 


R(e) 1 
e) d 


in cui ogni F;(x) è del tipo 


[F@+-+h@+B@+-+F(a], (0.12) 
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mentre ogni £;(x) è del tipo 


0) i Bjx + Cia B;5x + Cia Lc Bjr;® + Cir; 
Ù x2 +2p;x + gj i (a? + 2p;x + g;)? " (a? + 2p;x + g;)Si 


per opportune costanti A;,, B;,,Cju. Notiamo che il numero di tali costanti è 
ti+--<<rn+251+4---+284=m. 

Per determinare il valore delle costanti, scriviamo l’espressione a secondo mem- 
bro della (9.12) in forma di unica frazione, il cui denominatore comune è ovviamen- 
te Q(2). Il numeratore R(x) è un polinomio di grado < m — 1, che deve coincidere 
con R(x); i suoi coefficienti sono combinazioni delle costanti incognite. Ricordiamo 
ora un altro risultato di Algebra, noto come Principio di identità dei polinomi. 


Teorema 9.16 Due polinomi di grado m — 1 coincidono 


a) se e solo se hanno ordinatamente uguali i coefficienti di ciascuna potenza 
della variabile indipendente; 


oppure 


b) se e solo se assumono valori uguali in m punti distinti. 


Osserviamo che la prima equivalenza può essere facilmente dedotta dalla Proposi- 
zione 7.5. 

Per determinare le m incognite A;e, Bj,,Cju, possiamo quindi o uguagliare i 
coefficienti di ciascuna potenza di x nei polinomi R(x) e R(x), oppure scegliere 
in modo oculato m valori di x in cui far coincidere i due polinomi. Nel secondo 
caso, conviene sempre considerare gli zeri reali di Q(x) e, qualora questi fossero in 
numero < m, il punto x = 0. 

Una volta determinati i valori di tali costanti, possiamo integrare termine a 
termine l’espressione che compare a secondo membro della (9.12). In tal modo, 
siamo ricondotti ai casi i)-v) discussi all’inizio del Paragrafo. 


Ilustriamo la procedura ora descritta attraverso alcuni esempi. 


Esempi 9.17 
i) Si voglia integrare la funzione 
Ha) 2x3 +? — der +7 
x) = . 
a2+a-2 
Poiché il numeratore è di grado maggiore del denominatore, eseguiamo la 
divisione, ottenendo 


f(a)=2x- 14 


Il polinomio a denominatore si fattorizza come Q(x) = (x — 1)(x + 2). Dunque 
cerchiamo costanti Aj = A4j; e Ag = Ao; tali che 
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xr+5 e Ai Ao 
a+x-20 x-1'x+2° 
vale a dire 
xcr+5= Ax(x+2)+ A2z(e-1) (9.13) 
ossia 
r+5= (Ai + Ao)x + (2A, _ Ao) . (9.14) 
Uguagliando i coefficienti di x nella (9.14), otteniamo il sistema 
Ai ate Aa “i Ii 
2A, - A9= 5, 
che ammette come soluzione A; = 2 e Ag = —1. In alternativa, possiamo cal- 
colare la (9.13) nei due zeri x = 1 e x = —2 di Q(2), ottenendo le relazioni 
6 = 3A) e 3 = —-3 40 dalle quali si ricava immediatamente A1 = 2 e Ag = — 1. 


In conclusione, abbiamo 


fsde= f(er-ar+2 f Tae fe 


=x?-—x+2logle—1|-logle+2|+c. 


lì) Si voglia ora integrare la funzione 
2 
x°-3r+3 
te) = 038-202 +0 
Il denominatore si fattorizza come Q(x) = x(r — 1)?. Dunque cerchiamo costanti 
Ai = A11, Ao e Ao tali che 
x°-3c+3 Ai RI Az A22 


x3-2x+x x 21 G-D' 
vale a dire 
x? — 3£ +3 = Ax(e — 1)? + Axx(a — 1) + A207. 
Per x = 0 si ricava A; = 3, per x = 1 si ottiene Ao9 = 1. Per determinare Ao si 


può scegliere arbitrariamente un valore di x # 0,1. Ad esempio, per x = —1 si 
ha 7=12+2491— 1 da cui 491 = —2. In conclusione, abbiamo 


fiar=a fia 2/2ax la 


l 
= 3logle|- 2logle-1|1- +e. 


iii) Si voglia infine integrare la funzione 
3xr° +0 -4 
io ia x3 + 5x2 +9x + 5° 
Il denominatore si annulla in x = —1 (perché la somma dei coefficienti di grado 
dispari uguaglia quella di grado pari). Pertanto, usando la regola di Ruffini, il 
denominatore si fattorizza come Q(x) = (c+1)(x? +4x +5). Dunque cerchiamo 
costanti A = 4;;,B= Bi1.eC=Cij tali che 
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3x2 +a-4 __A Po Bx+C 
x3+5r2+9x +50 x+1° x2+44x+5’ 


vale a dire 

3x° +r-4= Ax +4r+5)+(Br+C0)x+1). 
Ponendo x = —1 e x = 0 si ottengono le costanti A = —1 e C = 1. Infine, 
ponendo ad esempio x = 1 si ricava B = 4. In conclusione, abbiamo 


1 de +1 
fia fard ti 


1 2a +4 1 
= de +2 de -—7 d 
ia Ò e: Ù ifteoror Ù 


= — log|x + 1] + 2log(x? + 4x + 5) — 7arctan(x +2) + c. 


Concludiamo il paragrafo osservando che molte funzioni f(x), che non sono 
razionali nella variabile 7, possono essere integrate mediante una opportuna sosti- 
tuzione t = £(x), che conduce all’integrale di una funzione razionale nella nuova 
variabile t. Casi notevoli sono: 


i) f è funzione razionale di &x — a per un certo p intero e a reale. In tal caso si 
pone 
t=%x-a, da cui r =a+tP? e de = pi? dt. 


i) f è funzione razionale di e®” per un certo a # 0 reale. In tal caso si pone 


t= e”, da cui diga e sete 
a at 
iii) f è funzione razionale di sin e/o di cos x. In tal caso si può porre 
x 
t=tan 3 
e fare ricorso alle identità trigonometriche 
2 
sing = ei cosx = 5: (9.15) 
inoltre si ha x = 2 arctant, da cui 
dona (9.16) 
1+t? 


iv) Se però f è funzione razionale degli argomenti sin? x, cos? x, tanx, è più 


conveniente porre £ = tan x e usare le identità trigonometriche 


2 
sin? x = DS cos? x = pi (9.17) 
inoltre x = arctant, da cui 
dr = ie di. (9.18) 
142 
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Presentiamo nel seguito alcuni esempi che illustrano queste sostituzioni. Ci 
limitiamo ad ottenere di volta in volta una funzione razionale della nuova variabile 
t, lasciando allo studente il compito di completare l’integrazione e di ritornare alla 
variabile originaria x. 


Esempi 9.18 


il Si consideri dapprima l’integrale 


HA 
sl E 
7A i 


Poniamo t = Va — 1, da cui x = 1+4? e da = 2t dt. Sostituendo, otteniamo 


2 
l+t 


ii) Si consideri ora l’integrale 


eT® 
lei 
di fleten i 


Poniamo t = e” da cui da = 1 dt. Sostituendo, otteniamo 


1 
i [eli de 


ili] Si consideri poi l’integrale 
s- ft sina 
1+ sin ru 


Usando le formule (9.15) e (9.16), otteniamo 


dt. 
Mia 1+1)? Ta + #2) 


iv] Si consideri infine l’integrale 


1 
s-frte 
1+sin*x 


Usando le formule (9.17) e (9.18), abbiamo 


1 
== È 
3 fe si 


9.3 Integrali definiti 


Consideriamo una funzione f definita su un intervallo chiuso e limitato I = [a, 6] C 
Re ivi limitata. 

Definiamo il trapezoide di f sull’intervallo [a,b], che indichiamo con 
T(f;a,b), come la regione piana delimitata dall’intervallo [a,b], dalle parallele 
all’asse delle ordinate passanti per gli estremi dell’intervallo, e dal grafico di f (si 
veda la Figura 9.2). In formule, 
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a 


(nella definizione, la scelta del vincolo su y dipende ovviamente dal segno di f(x)). 

Sotto opportune ipotesi su f, è possibile associare al trapezoide di f su [a, bl 
un numero detto ‘integrale definito di f su [a, b]?. Nel caso in cui f sia positiva tale 
numero rappresenta l’area del trapezoide. In particolare, qualora il trapezoide di 
f sia una figura elementare (ad esempio un rettangolo, un triangolo, un trapezio, 
etc.) esso fornisce la classica espressione dell’area di tale figura. 

Esistono vari modi per costruire l’integrale definito di una funzione; essi richie- 
dono ipotesi diverse sulla funzione da integrare. Illustriamo nel seguito due diverse 
costruzioni: la prima, comunemente associata al nome di Cauchy, opera su funzioni 
continue o continue a tratti su [a, bj; la seconda, associata al nome di Riemann, 
porta alla definizione di una classe più ampia di funzioni integrabili!. 

Esplicitiamo la definizione di funzione continua a tratti, che sarà usata nel 
seguito. 


Definizione 9.19 Una funzione f : [a,b] > R dicesi continua a tratti se è 


continua in ogni punto dell’intervallo tranne che in un numero finito di punti, 
în cui sì ha una discontinuità eliminabile o di salto. 


9.4 Integrale secondo Cauchy 


Supponiamo dapprima che f sia continua su [a, b]; successivamente, prenderemo 
in considerazione una situazione appena più generale. Per arrivare alla definizione 


1 Un'ulteriore costruzione, riferita al nome di Lebesgue, conduce ad una differente classe 
di funzioni integrabili, classe che risulta essere quella più naturale in molte applicazioni 
della Matematica moderna. La definizione dell’integrale di Lebesgue esula tuttavia 
dagli scopi del presente testo. 


9.4 Integrale secondo Cauchy 331 


del numero che ci interessa, costruiamo una successione di approssimazioni sempre 
più accurate del trapezoide di f e poi facciamo ricorso a un procedimento di limite. 
Vediamo i dettagli. 

Sia n un qualunque intero > 0. Suddividiamo l'intervallo [a, b] in n parti uguali, 


di ampiezza Ax = ta, mediante i punti di suddivisione xx = a + kKAx per 
k = 0,1,...,n. Si noti che tali punti sono ordinati in modo crescente, avendosi 
precisamente a = ro < T1 < ... < Xn-1 < Xn = db. Per k= 1,...,n, indichiamo 


con I, l'intervallo chiuso e limitato [xx--1, xx]. Poiché la funzione f è per ipotesi 
continua su [a,b], lo sarà in particolare su ogni /x; dunque, per il Teorema di 
Weierstrass (Teorema 4.31), f assumerà valore minimo e valore massimo su I. 
Poniamo quindi 


me = min f(x), My =maxf(1). 


Definiamo ora le quantità 


che chiameremo rispettivamente somma inferiore e somma superiore di f su 
[a,b], relative alla suddivisione dell’intervallo in n parti. Notiamo che, essendo 
per definizione my < My e Ax > 0, si ha sempre sn < Sn. 

L’interpretazione geometrica di tali somme è immediata nel caso in cui f sia 
positiva su [a,b] (si veda la Figura 9.3). La quantità my Ax rappresenta l’area 
del rettangolo rg = ‘x x [0, mx], che è contenuto nel trapezoide di f relativo 
all’intervallo Ix. Pertanto, sn rappresenta l’area della regione piana unione dei 
rettangoli rx; tale regione approssima per difetto il trapezoide di f su [a, 6]. In modo 
del tutto simile, S,, rappresenta l’area della regione piana unione dei rettangoli 
Rx = Ik x [0, Mx], che costituisce un’approssimazione per eccesso del trapezoide 
di f su [a,b]. 

Usando proprietà delle funzioni continue su un intervallo chiuso e limitato, è 
possibile dimostrare (» Integrale di Cauchy) il seguente risultato. 


Mi _u= f(x) 


a Iy b 


Figura 9.3. Somme inferiori (a destra) e somme superiori (a sinistra) di f sull’intervallo 


la, 6] 
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Teorema 9.20 Le successionini sn ent Sn sono entrambe convergenti, 


e convergono allo stesso limite. 


Ciò giustifica la seguente 
Definizione 9.21 Chiamiamo integrale definito di f su [a,b] il numero 


»b 
/ f(ide=dlumtsa=AlimaSi 
è —00 


n n+00 
‘a 


(che leggiamo integrale tra a e db di f(x) in de 0 più semplicemente integrale 
traaebdi f). 


Esempi 9.22 


i) Sia f costante su [a,b]. Detto c il suo valore, si ha mx = Mx = c per ogni k, 
dunque 


8n=Sn=c)_ Ax=c(b-a) 


k=1 
b 
qualunque sia n. Pertanto, 1; f(x)dx = c(b — a). 
(7 


ii) Consideriamo la funzione f(x) = x sull’intervallo [0,1]. Il suo trapezoide 
T(x;0,1) è il triangolo rettangolo isoscele di vertici A = (0,0), B = (1,0) e 
C' = (1,1), la cui area è 1. Verifichiamo che l’integrale definito di f su [0,1] 
fornisce lo stesso valore. Sia n > 1 fissato. Abbiamo Ax = 1 e, perk=0,...,n, 


tr E Inoltre, essendo f crescente, abbiamo my = xx-1 e Mx = xy. Pertanto, 


n n n 
Ss Sn=YrgAr= 5h 
k=1 Li k=1 k=1 di k=1 


La quantità dk rappresenta la somma dei numeri interi da 1 a n; essa vale 
k=1 
n 
minti) (si ricordi la (3.2)). Analogamente, > (k — 1) rappresenta la somma dei 
k=1 
numeri interi da 0 (0, che è lo stesso, da 1) a n — 1; pertanto, cambiando n in 


erlin . Dunque, 


n — 1 nell’espressione precedente, essa vale 
n(n-1) n(n+1) 
2n2 2n2 
1 


Passando al limite per n + 00, entrambe le successioni tendono al valore g. D 


Sn = 


Sn 3 
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Come si vede, anche per una funzione molto semplice quale f(x) = x, il calcolo 
dell’integrale definito in base alla definizione è tutt'altro che agevole. Sorge quindi 
l’esigenza di dotarsi di efficienti strumenti di calcolo dell’integrale definito di una 
funzione continua. A tale problema si darà risposta nel Paragrafo 9.8. 


Introduciamo ora una semplice estensione del concetto di integrale definito. A 
tale scopo, osserviamo che se f è una funzione continua su [a, b] e se x* è un punto 
interno a tale intervallo, è possibile dimostrare che 


[soa f" Ha)aa+ [" f(e) de. 


Questa formula, il cui significato geometrico è ovvio, suggerisce come estendere la 
definizione di integrale definito al caso in cui la funzione f sia continua a tratti 
sull’intervallo [a, bj. Indichiamo con xo = a < x1 < ... < tm-1< Xm= di punti 
di discontinuità interni e gli estremi dell’intervallo (che possono essere anch'essi 
punti di discontinuità di f). Su ogni intervallo [x;-1, %;], introduciamo la funzione 
fi che coincide con f nei punti interni e la prolunga per continuità agli estremi: 


lim f(x), pera=%;-1, 


LOI 
fi(a) = fa), per Zi-1 << Zi, 
lim f(@), pera =x;. 


Poniamo allora, per definizione, 


Si osservi che se f è continua su [a, b], tale definizione coincide con la Definizione 
9.21, in quanto in tal caso si ha m = 1 e la funzione fi coincide con f. 

Inoltre, come conseguenza immediata della definizione precedente, è facile con- 
vincersi che se modifichiamo il valore di una funzione continua (o continua a tratti) 
in un numero finito di punti dell’intervallo, il suo integrale definito non cambia. 

Lo studio delle proprietà dell’integrale qui definito prosegue nel Paragrafo 9.6. 


9.5 Integrale secondo Riemann 


Nel seguito supponiamo che f sia una funzione limitata sull’intervallo [a, b]. Defi- 
niamo dapprima l'integrale per funzioni elementari (costanti a tratti). Successiva- 
mente, l'integrale di una funzione più generale sarà costruito a partire da quello 
delle funzioni elementari utilizzando i concetti di estremo inferiore e superiore. 
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az To TI Hip] Tg Ta = b 


Figura 9.4. Grafico di una funzione a scala sull’intervallo [a, b] 


Consideriamo n + 1 punti di [a, b] non necessariamente equispaziati e tali che 
a=tgo<T1 <.< Tn-1<Cn= bd. 


Essi inducono una partizione o suddivisione dell’intervallo [a, b] in sottointervalli 
I = [2x-1,%x], & = 1,...,n. Se almeno uno degli intervalli {x viene ulteriormente 
suddiviso, la nuova partizione viene detta suddivisione più fine oppure raffinamento 
della partizione iniziale. Le funzione elementari, alla base della nostra costruzione, 
sono le funzioni costanti a tratti associate a una partizione dell’intervallo [a, bj 
(vedi la Figura 9.4). Precisamente, diamo la seguente definizione. 


Definizione 9.23 Una funzione f : [a,bl — TR sì dice funzione a 
scala se esistono una suddivisione dell’intervallo [a,b) indotta da punti 


Un} e costanti ci, ca Cn € R tali che 


Kt Va E (Xk-1, Tk); 


Diremo che una suddivisione è adattata ad f se f è costante in ogni intervallo 
(xx-1, x) della suddivisione. Osserviamo che se una suddivisione è adattata ad f 
ogni suo raffinamento lo è ancora. In particolare è utile notare che se f e 9g sono 
due funzioni a scala su [a, b] è sempre possibile costruire una suddivisione adattata 
ad entrambe. Infatti, se {x0; £1,...;%n} sono i punti di una suddivisione adattata 
a fe{zo,z1,-..,2m} sono quelli di una suddivisione adattata a 9, la suddivisione 
associata all’insieme unione è adattata sia alla funzione f sia alla funzione g. 
Nel seguito indicheremo con £([a, b]) l'insieme delle funzioni a scala su [a, dl. 


Definizione 9.24 Sia f € S([a,b]) e siano {xo.x1,....tn} i punti di una 
suddivisione ad essa adattata. Sia cy il valore costante di f sull’intervallo 
(cx-1,t%). Si dice integrale definito di f su I= [a,b] il numero 


/ f aL SS cp(Tk sd. Tk=1). 


k=1 
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a= To Ti c2 X3 ca=b 


Figura 9.5. Trapezoide di una funzione a scala positiva sull’intervallo [a, b] 


Notiamo innanzitutto che 
i) la definizione dell’integrale è indipendente dalla partizione adattata ad f. In 


particolare, se f assume il valore costante c su [a,b], siha / f=c(b— a); 
I 


ii) se modifichiamo il valore della funzione f in un numero finito di punti, l’inte- 
grale non cambia; in particolare l’integrale non dipende dai valori assunti dalla 
funzione nei suoi eventuali punti di discontinuità. 

Osserviamo che nel caso in cui f sia positiva su [a, b], il numero f. 1 $ rappresenta 

precisamente l’area del trapezoide di f; infatti esso è la somma delle aree dei 

rettangoli di base xx — rx-1 e altezza cx in cui si suddivide il trapezoide (si veda 

la Figura 9.5). 

Per il prosieguo della costruzione sarà importante il seguente risultato. 


Proprietà 9.25 Siano g,h € S([a,b]) tali che g(x) < h(x), ve € [a,b). 
Allora 


Dimostrazione. Siano {ro.T1....,: da } i punti associati ad una suddivisione adat- 
tata a entrambe le funzioni; abbiamo già osservato che tale sud- 
divisione esiste. Detti cy e dy i valori costanti assunti dalle fun- 

), si ha, per ipotesi, cx dy, per 


zioni nell'intervallo (x, 
ES VIAN n. Pertanto 


fs — ) ChkiThk— Tk-1) < ) dy:(x} Tk-1]) = fa 
J1 ERA J1 


k=1 k=]1 


UK 


Consideriamo ora una generica funzione limitata f : [a,b] — R; poniamo 


sp= sup f(a) e R e ip = inf f(a) cR. 
2€[a,b] € [a,b] 
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Introduciamo due insiemi di funzioni a scala formati rispettivamente dalle funzioni 
che maggiorano e da quelle che minorano la funzione f. Precisamente, definiamo 
l’insieme 


pa {h E S([a,b]) : f(x) < A(x), Ve € [a,5)} 


delle funzioni a scala maggioranti e l’insieme 


S; = {o E S([a,b])):g(a) < f(x), Vr € [a,5]} 


delle funzioni a scala minoranti. Notiamo che tali insiemi non sono vuoti, in quanto 
contengono rispettivamente le funzioni costanti 


h(x) = sf; e ge) 
Ha dunque senso considerare gli insiemi numerici formati da tutti i valori degli 


integrali definiti delle funzioni a scala maggioranti e minoranti. 


Definizione 9.26 Sì dice integrale superiore di f su I= [a,b] il numero 


fi = if fn :h € sì) ° 


Si dice integrale inferiore dì f su I = [a,b] il numero 


fi=supf fo:0657}. 


Poiché Sj non è vuoto, è ovvio che Li f < +00; analogamente f If > -—00. La 
giustificazione del fatto che tali quantità sono finite è conseguenza della seguente 
proprietà. 


Proprietà 9.27 Per ogni funzione f limitata su [a,b], vale la disuguaglianza 


fis fs 


e h € S} due funzioni a scala arbitrarie. Per 


Dimostrazione. Siano g € $&S } 


/ 
definizione si ha 


ga Fa) he), Vr € [a,b 
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e dunque, applicando la Proprietà 9.25, risulta 


fo: fa 
dI JI 


Fissata la funzione g, facendo variare A e ricordando la definizione 


di integrale superiore si deduce che 


JesJ? 


A partire da questa disuguaglianza, facendo variare g e ricordanda 
la definizione di integrale inferiore. si ottiene la tesi. | 


È naturale a questo punto chiedersi se la disuguaglianza precedente sia in realtà 


un’uguaglianza per tutte le funzioni limitate. La risposta è negativa, come mostra 
il seguente esempio. 


Esempio 9.28 
Sia f la funzione di Dirichlet 
1 sere Q 
fa) = i 
0 sereR\Q. 
Poiché ogni intervallo (xx-1, cx) di una suddivisione di [0,1] contiene sia punti 
razionali sia punti irrazionali, le funzioni in SÌ sono tutte > 1 mentre le funzioni 


in S; sono tutte < 0 (tranne al più in un numero finito di punti). Dunque 


i e [p=0 


L’osservazione precedente motiva la seguente definizione. 


mM 


Definizione 9.29 Una funzione f limitata su I = [a,b) dicesi integrabile 


ii f= fi. 


(nel senso di Riemann) su I se 


Tale valore comune viene detto integrale definito di f su [a,b] e indicato 
a bp 
con ff oppure f, f(x)dx. 


Il significato geometrico dell’integrale definito è chiaro nel caso in cui f sia una 
funzione positiva sull’intervallo [a, b]. In tale situazione, il trapezoide di f è con- 
tenuto nel trapezoide di ogni funzione A € Si e contiene il trapezoide di ogni 
funzione g € S;. L’integrale superiore rappresenta quindi una misura ‘esterna’ (o 
per eccesso) del trapezoide di f; similmente l’integrale inferiore rappresenta una 
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misura ‘interna’ (o per difetto). Dunque f è integrabile se le due misure coincidono, 
cioè se al trapezoide di f è associabile un numero che ne rappresenta l’area. 


Notiamo che le funzioni a scala sono ovviamente integrabili su /. Infatti, se 
f è a scala, si ha contemporaneamente f € Sf; ed f € St}; indicata con f iS la 
quantità introdotta nella Definizione 9.24, la prima condizione implica |, = | si 


la seconda a; < f,f. Pertanto 


fs f5< f5< fs 


e dunque necessariamente tali quantità coincidono. 


Diamo ora un esempio di funzione integrabile non a scala e di calcolo del 
corrispondente integrale definito. 


Esempio 9.30 


Consideriamo la funzione f(x) = x sull’intervallo [0, 1]. L’area del suo trapezoide 
è 1/2; verifichiamo che l’integrale definito secondo Riemann di f su [0,1] vale 
proprio 1/2. Sia n > 1 fissato; suddividiamo Lentarvallo (0, 2 in n parti 23 


ottenendo una partizione associata ai punti {0,1,,...,223,1} — {£:k= 
0,... sf Consideriamo le funzioni a scala 
k Cc k 
— se <ac=; k=bogi, 
hn(x) = n n 
0 sex=0, 
e 


(0) ser= 0. 


Allora gn(r) < f(x) < hn(x), Ve € [0,1] e quindi A, € Sj, In € S;. Inoltre, 
ricordando la (3.2) si ha 


k-1 2k 1 1n(n+1) 1 1 
ha;= = — = — k= a 
J x. (È n ) Do n? — n? 2 2 n 


e, analogamente, 


Ne segue che 


fe<iat fm=3 e f=sup /9n=5, 
I tb JT 2 I n I 2 
VEE 


Dunque, ricordando la Proprietà 9.27 e la definizione di integrale definito, 


possiamo concludere che {, f 7 =}. O 


OVVEro 
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Come si è visto, lo studio dell’integrabilità di una funzione attraverso la verifica 
della definizione è tutt’altro che agevole anche per funzioni aventi una semplice 
espressione analitica. Sorge quindi l’esigenza, da una parte di individuare classi 
significative di funzioni integrabili, dall’altra di dotarsi di strumenti di calcolo 
dell’integrale definito di tali funzioni. Quest’ultima problematica troverà risposta 
nel Paragrafo 9.8. Il seguente risultato fornisce invece una risposta sufficientemente 
ampia alla prima questione. 


Teorema 9.31 Sono integrabili sull’intervallo [a,b] 


a) le funzioni continue su [a,b]; 


b) le funzioni continue a tratti su [a,b]; 
c) le funzioni continue su (a,b) e limitate su [a,b]; 
d) le funzioni monotone su [a, bd). 


Dimostrazione. =» Integrale di Riemann. C 


Ad esempio, il teorema ci assicura l’integrabilità della funzione 


1 
sin— se < 
n= {Its se0<ax<1, 
0 ser=0, 
che è continua su (0, 1] e sodddisfa 0 < f(x) < 2 su [0, 1], e della funzione 


1 1 1 
— se <de = 
n n+1 n 
0 sex=0, 


Hd n= LZ 


che è monotona crescente (non strettamente) sull’intervallo {0, 1] (si veda la Figura 
9.6). 

Raccogliamo infine alcune proprietà dell’integrale di Riemann, che useremo nel 
seguito. 


dal Col nol 


Dio 
4 3 


Ni | 


0 I 


Figura 9.6. Funzioni integrabili su [0, 1] 
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Proposizione 9.32 Sia f una funzione integrabile su [a, b). Allora 


i) f è integrabile su ogni sottointervallo [c, d] © [a,b]; 
ti) la funzione | f| è integrabile su [a, b). 


Dimostrazione. » Integrale di Riemann. O 


9.6 Proprietà dell’integrale definito 


Nei paragrafi precedenti abbiamo presentato due diverse costruzioni dell’integrale 
definito. Notiamo che se una funzione è continua o continua a tratti sull’intervallo 
fa, b], essa è integrabile sia secondo Cauchy (Teorema 9.20) sia secondo Riemann 
(Teorema 9.31). Inoltre, come verificato esplicitamente per la funzione f(x) = x 
negli Esempi 9.22 ii) e 9.30, si può dimostrare che le due costruzioni portano 
allo stesso valore dell’integrale definito. Ha quindi senso indicare l’integrale secon- 
do Cauchy e l’integrale secondo Riemann con lo stesso simbolo. D'ora in avanti, 
indicheremo con il simbolo R([a, b]) l'insieme delle funzioni integrabili su [a, b]. 

Osserviamo subito che il simbolo JE f(x) dx rappresenta un numero, che dipen- 
de solo dalla funzione f e dall’intervallo [a, b]; esso non dipende da alcuna variabile 
x. La lettera x, la cui presenza è dovuta essenzialmente a motivi storici, è una ‘va- 
riabile muta’, che può essere sostituita da una qualunque altra lettera nel simbolo 
- integrale definito. In altri termini, le espressioni I f(x)da, SÈ f(s) ds oppure 
S f(4) dy rappresentano tutte lo stesso numero. 


Sia f € R([a,b]); abbiamo visto che se f è positiva su [a,b], allora il suo 
integrale definito rappresenta l’area del trapezoide di f su [a,b]. Se invece f è 
negativa, l’integrale definito rappresenta l’area del trapezoide cambiata di segno. 
Se f ha segno variabile sull’intervallo, l’integrale definito rappresenta la differenza 
tra l’area della parte di trapezoide che si trova sopra l’asse delle ascisse e l’area 
della parte che si trova sotto. Si osservi che, in ogni caso, l’area del trapezoide di 
f su [a,b] è data dall’integrale definito della funzione |f| su [a,b], vale a dire 


n 
Area di 7(f;a,b) = / |f(c)|dx. 


‘a 


Infatti, l’applicazione del valore assoluto ha l’effetto di ribaltare sopra l’asse delle 
ascisse le parti del trapezoide di f che si trovano al di sotto, conservandone l’area 
(si veda la Figura 9.7). 

È utile considerare un'estensione del concetto di integrale definito. Sia f € 
R([a, b]); se a < c < d < b, poniamo 


(9.19) 


9.6 Proprietà dell’integrale definito 341 


b 
Figura 9.7. L’area del trapezoide di f su [a,b] è i |f(@)|de 


In tal modo, il simbolo ia f(x) dx risulta essere definito qualunque siano i valori 
di c e d in un intervallo [a, b] in cui f è integrabile. 


Enunciamo ora alcune proprietà di base dell’integrale definito, che discendono 
facilmente dalla sua definizione. 


Teorema 9.33 Siano f e g funzioni integrabili su un intervallo limitato I 
della retta reale. 


i) (Additività rispetto al dominio di integrazione) Per ogni a, b, c € I, 


104 = [ima f sd 


ti) (Linearità dell’integrale definito) Per ogni a,b € I e a,B € R, si ha 


.À (af() +89(1)) de = af s@)dr+9 falda 


si ha 


iti) (Positività dell’integrale definito) Siano a,b € I, cona < b. Se f > 0 
in [a,b], allora 


io " fa) dr >0. 


Inoltre, se f è continua, vale l'uguaglianza se e solo se f è identicamente 
nulla. 


iv) (Confronto tra integrali definiti) Siano a,b € I, cona < b. Se f < g 


in [a,b], allora 
b b 
Il f(x) dr i g(x) dr. 
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v) (Maggiorazione dell’integrale definito) Siano a,b € I, con a < b. 
Allora 


J * f(e)da|< J de. 


Dimostrazione. => Integrale di Riemann. O 


9.7 Media integrale 


Sia f una funzione integrabile su un intervallo [a, d] della retta reale. Attraverso 
l’integrale definito di f su [a,b], siamo in grado di approssimare l’andamento della 
funzione sull’intervallo mediante una costante. 


Definizione 9.34 Si definisce media integrale (o valor medio) di f 
sull’intervallo [a,b] il numero 


b 
m(f;a,b) = —J f(a)da. 


Il significato geometrico della media integrale è evidente nel caso in cui f sia 
positiva sull’intervallo [a,b]. Riscrivendo la definizione precedente nella forma 
equivalente 


b 
si fa) dr = (b— a)m(f;a,b), 


si osserva che l’area del trapezoide di f su [a,b] è uguale all’area del rettangolo 
avente come base l’intervallo [a,b] e come altezza la media integrale di f su tale 
intervallo (si veda la Figura 9.8). 


m(f:a,b) | 


a b 


Figura 9.8. Media integrale di f sull’intervallo [a, b] 
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Il legame tra la media integrale ed i valori assunti dalla funzione sull’intervallo 
è espresso dal seguente teorema. 


Teorema 9.35 (della media integrale) Sia f una funzione integrabile 
sull’intervallo [a,b). La media integrale di f su [a,b] soddisfa le seguenti 
disuguaglianze 


if f() <m(f;a,b) < sup f(r). (9.20) 
TE[a,b] TE [a,b] 


Inoltre, se f è continua su [a,b], esiste almeno un punto 2 € [a, b) tale che 


m(f;a,b) = f(z). (9.21) 
Dimostrazione.  Poniamo i; inf f(2)esy sup f(x). Per ogni x € |a. b] si 
ha 
f(x Sr. 
Ricordando la proprietà iv) del Teorema 9.33 e l’espressione 


dell’integrale di una costante. si ottiene 


LI sb sb 
(b—-a)t; | irda < | f(a)da - | sedrx (b— a)s; 


Dividendo per d — a si perviene alla (9.20). 
Se ora supponiamo f continua, per il Teorema di Weierstrass 4.31 
si ha 
i min f(x) e sj max f(x) 

rela.b rela. 
e dunque la (9.20) garantisce che m(f:a.b) è un valore compresa 
tra il minimo e il massimo di f su [a,b]. L'esistenza di un punto 
z per cui vale la (9.21) segue allora dalla (4.16). 


Esempio 9.36 


Consideriamo la funzione continua 


) 2x se0<z<1, 
LF 2 sel<a<2, 


sull’intervallo [0, 2]. La sua media integrale è 


m(f;0,2) = sf dr = = :(f zed + f 2a) =301+29)=3. 


Coerentemente con l’enunciato del teorema precedente, la media integrale è un 
valore assunto dalla funzione; infatti si ha m(f;0,2) = f(3) (si veda la Figura 9.9, 
a sinistra). 
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y= f(x) 
M=51! 


m(f:0,2)! 


y=.j(2) 


= 
-_ 
Lav 
LS) 


m= () m=0 


Figura 9.9. Illustrazione del Teorema della media integrale 


Consideriamo ora la funzione continua a tratti 

. 2x se0<x<1]1, 

/(a) È sex> 1. 
La media integrale di f sull’intervallo [0, 2] è data da m(f;0, 2) = 3, mentre quella 
sull’intervallo [0, 5/4] vale m(f;0,5/4) = 9/5. Nel primo caso, la media non è 
un valore assunto dalla funzione (si veda la Figura 9.9, a destra), nel secondo 
caso lo è avendosi m(/f;0,5/4) = f(9/10). Questo esempio illustra il fatto che la 


continuità di f è una condizione sufficiente, ma non necessaria, perché valga la 
(9.21). 


Chiudiamo con un’osservazione che sarà utile nel paragrafo successivo. Tenendo 
conto della (9.19), la media integrale di una funzione su un intervallo di estremi a 
e b non dipende dall’ordine degli estremi dell’intervallo: 


1 


b a 
m(f;a,5)= = / {@dr= —; f f(«)de = m(f;b, a). (9.22) 


9.8 Il Teorema fondamentale del calcolo integrale 


Sia f una funzione definita su un intervallo 7, non necessariamente limitato, della 
retta reale; supponiamo che f sia integrabile su ogni sottointervallo chiuso e limi- 
tato di /. Ad esempio, tale condizione è soddisfatta se f è una funzione continua 
su I. Chiamiamo funzione integrale di f su / ogni funzione della forma 


(9.23) 
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dove xo € / è un punto fissato mentre x è variabile nell’intervallo /. In altri termini, 
una funzione integrale è ottenuta integrando f su un intervallo di cui uno degli 
estremi è fisso mentre l’altro è variabile. 

Ricordando la (9.19), ogni funzione integrale è definita su tutto l’intervallo /; 
inoltre, la funzione integrale F,, si annulla nel punto xo. 

Il seguente teorema, noto come Teorema fondamentale del calcolo integrale, 
afferma che ogni funzione integrale di una funzione continua f su I è una primitiva 
di f su tale intervallo. 


Teorema 9.37 Sia f definita e continua su un intervallo I della retta reale. 
Sia ro € I fissato e sia 


Ia Ja f(s) ds 


una funzione integrale di f su I. Allora F è derivabile in ogni punto di I e si 


ha 


Dimostrazione. 


Va € I. 


Fissiamo dapprima un punto x interno ad / e sia Ar un incre 


mento (positivo o negativo) tale che x + Ax appartenga ad / 
Consideriamo il rapporto incrementale della funzione / tra # « 
Aa 


F(x + Ax)- F(x) > i 
/ f(s)ds | f(s)ds 
Ai Ae \}, 9 | 


Ricordando la proprietà i) del Teorema 9.33, si ha 
i 


| f s)ds | f(s)ds | f(s)ds 


( dunque 


F(a Aax)- F(x) | ) Da : 
| f(s)ds m(f;rx,.x+Ax) 
Aa Aa 
\bbiamo quindi stabilito che il rapporto incrementale della fun 


zione integrale F tra x e r + Ar coincide con la media integrale di 
f sull’intervallo di estremi x e r+ Ar. Possiamo dunque applicare 
il Teorema della media integrale 9.35 alla funzione continua f:; es 


so garantisce l’esistenza di un punto 2 z(Ax) in tale intervallo, 


per il quale si ha m(firx.r+Ax)= f(z(4Ar)) e dunque 


F(xr+Ax)- F(x) 
Ax i 


f(z(Ax)) (9.24) 
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v= fa) --- m(f;x,x + Ar) 


To x z(Ax) r+A4x 

Figura 9.10. Il Teorema fondamentale del calcolo integrale 

Facciamo ora tendere Aw a 0. Per fissare le idee. supponiamo 

Ax > 0. Dalla relazione 

t<z(Axr)<x+ Ar, 
e dal Teorema 4.5 del confronto sui limiti, deduciamo che 
lim 2z(A4x)=x. 
Ar-0+ 


Similmente lim 2(Ax) = xe quindi lim z(Ax) = x. Usando 
Arx-0- Ax-0 


la continuità di f in x e ricordando la (4.11). si ha allora 
Jim S(2(4r)) = f( lim (Ae) = f(#). 
Pertanto. passando al limite nella (9.24), si ottiene la tesi 


F(x + da) FA) _ fto). 


‘(a | 
F(e)= Jim, 


Nel caso in cui il punto x sia un estremo dell'intervallo / è suffi- 
ciente procedere come sopra considerando limiti unilaterali destra 
o sinistro. O 
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Dimostrazione Per il Teorema 9.4. esiste una costante ce tale che 7 I G(2 
I. Il valore della costante è determinato dalla condizione 


F, Co) {) 


Il corollario seguente, di fondamentale importanza, fornisce l’espressione di un 
integrale definito, nota una qualunque primitiva della funzione integranda. 


Corollario 9.39 Sia f una funzione continua sull’intervallo [a,b], e sia G 
una primitiva di f su tale intervallo. Allora 


)IMmosti ION » | indica INZIONK Leo] di f che annulla im d I Ni 


È piuttosto comune indicare la differenza G(6) — G(a) con una delle seguenti 
espressioni: 


Esempi 9.40 


I seguenti integrali definiti sono calcolati applicando la formula (9.25). 
1 


1 
: 1 

J x° dr = (52 =, 
0 3° lo 3 


ni sinx da = [- cose]; =2. 
0 


6 
1 
} pia = [0g #]5 = log 6 — log 2 = log3. 
2 


Osservazione 9.41 È possibile estendere il Teorema fondamentale del calcolo 
integrale al caso delle funzioni continue a tratti. L’enunciato si modifica come 
segue. Sia f una funzione continua a tratti su ogni sottointervallo chiuso e limitato 
di I. Ogni funzione integrale F di f su I è continua su /; essa è derivabile in 
tutti i punti di / in cui f è continua, e ivi si ha F'(x) = f(x). In ogni punto di 
discontinuità (di salto) di f interno ad /, la F presenta un punto angoloso. Si dice 
che la funzione F' è una primitiva generalizzata di f su I. 
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Il seguente risultato fornisce una rappresentazione integrale di una funzione 
derivabile, ed è utile in diverse circostanze. 


Corollario 9.42 Sia f una funzione derivabile in un intervallo I, con 
derivata continua. Allora, per ogni xo € I, vale la rappresentazione 


ii 
=.f(x0) +f f'(s) ds, Va € I. (9.26) 
Dimostrazione. È sufficiente osservare che f è, in modo ovvio, una primitiva della 
sua derivata. Dunque, usando la (9.25), otteniamo 
| S'(s) ds f(a) f(X0) 
da cui segue il risultato. 


Come applicazione di tale corollario, giustifichiamo gli sviluppi di Maclaurin 
delle funzioni f(x) = arcsine e f(x) = arctan. A tale scopo, premettiamo il 
seguente lemma tecnico. 


Lemma 9.43 Sia una funzione continua in un intorno di 0, soddisfa- 
cente g(x) = o(x°) per x + 0, con a > 0. Allora, la sua primitiva 
(a) = fo (8) ds soddisfa (x) = 0(x°+!) per x + 0. In formule, possiamo 
scrivere che 


J o(s%) ds = o(x°+!) perr > 0. (9.27) 
0 


Dimostrazione. Applicando il Teorema di de l’Hopital 6.40, abbiamo che 


sla) vI( E° 
x W(T}) , W (LT ; PT} 
lim — lim —__ — lim —— 0. 
r-0 x9 r--0 (04 l)r0 a 4 r->0 x9 


Consideriamo dapprima la funzione f(x) = arctan x. La sua derivata è f/(x) = 


e dunque, grazie alla (9.26), possiamo scrivere 


cli 
arctana = ds. 
o 1+ 8° 


1+22 


Lo sviluppo di Maclaurin della funzione /'(s), ottenuto dalla (7.18) con la 
sostituzione x = s?, è dato da 


slesbe 1)" 5 me o(a sb =) (- VE o, 
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Integrando termine a termine e usando la (9.27), otteniamo lo sviluppo di Maclau- 
rin della funzione f(x): 


gm 1 


arctana=r— - - tt +0(e29t2) 


2m+1 


Per quanto riguarda la funzione f(x) = arcsin x, possiamo scrivere 


È 1 
arcsin a = = ds. 
/ V1—- 82 


Usando la (7.17) con a = —} e con la sostituzione x = —s?, otteniamo 


—caie dala 
vi=s8 © 2 8 de m 


gem + o(s°7+1) 


Integrando termine a termine e usando la (9.27), otteniamo lo sviluppo di Maclau- 
rin della funzione f(x): 


x3 3x° e | g2m+1 Rs 
arcsin =D tori + SL | ( ) aL o(x mt ) 


6 40 


1\ | g2k+1 i 
pi ) 5 LI + o(a ) 


m 2m+1 


9.9 Regole di integrazione definita 


Il Teorema fondamentale del calcolo integrale e le regole di integrazione indefinita. 
per parti e per sostituzione, viste nel Paragrafo 9.2, permettono di ottenere regole 
analoghe di integrazione definita. 


Teorema 9.44 (Regola di integrazione per parti) Siano f e g funzioni 
derivabili su un intervallo [a,b], con derivate continue. Allora 


nb 


b 
[Ataf A (028 


350 9 Calcolo integrale I 


Dimostrazione. Sia H(x) una qualunque primitiva della funzione f"(x)g(x) su 
a,b). La regola di integrazione indefinita per parti dice preci- 
samente che la funzione f(x)g(x) — H(x) è una primitiva della 
funzione f(x)g'(x). Pertanto, grazie alla (9.25). si ha 

sb 


/ b b 
J f(a)g (a) da F(#)g()], H(&)|,- 


Il risultato segue ancora dalla (9.25) applicata alla funzione 


P'(a)g(a). 


Teorema 9.45 (Regola di integrazione per sostituzione) Sia f(y) una 
funzione continua su un intervallo [a,b]. Sia poi (x) una funzione definita 
su un intervallo [a, B] a valori nell’intervallo [a,b], derivabile con derivata 
continua. Allora 


(8) 


p 
li f(0(2) (2) dr = Ii f(v)dy. (9.29) 


e(a) 


Se la funzione g è una biiezione tra l’intervallo [a, 8] e l’intervallo [a,b], 
allora la formula precedente può essere scritta nella forma equivalente 


b e (0) 
ii f(0)dy= J F(0(2)) (1) de. (9.30) 


e_t(a) 


Dimostrazione. Sia F(y) una primitiva di f(y) su [a.b]. Per ottenere la (9.29). è 
sufficiente ricordare la (9.4) ed applicare il Corollario 9.39. Nel ca- 
so in cui sia una biiezione. l'equivalenza delle due formule segue 
dall’osservazione che si ha a pa), d (0) se © è stretta- 
mente crescente, oppure a (8), d £(a) se £ è strettamente 


decrescente. 
Entrambe le formule sono utili nelle applicazioni. 


Esempi 9.46 


1) Si voglia calcolare 
3a 
4 ._3 
J sin° x cosa da. 
0 


Poniamo y = g(x) = sine; si ha g/(x) = coste (0) = 0, (37) = +. Pertanto, 


usando la (9.29), si ottiene 


sp 


1 


cs va 
[ sin ‘acosrde= [1 dy = È - 


Si noti che in tal caso non è iniettiva sull’intervallo [0 [0, 87]. 
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ii) Si voglia calcolare 
1 
S= J arcsin V1 — y? dy. 
0 


Poniamo y = (2) = cos, con x variabile nell’intervallo [0, 7]. Osserviamo che 
in tale intervallo # è strettamente decrescente e dunque iniettiva; inoltre, si ha 
£(0) = 1 e (3) = 0, vale a dire g_!(0) = £ e g_!(1) = 0. Notiamo inoltre che 


si ha 
arcsin V1 — cos? x = arcsin Vsin? x = arcsin(sin x) = x. 


Dunque, usando la (9.30), 


0 /2 
g= J (aresin V1— cos? x) (— sinx) dr = J xsinx da, 
n/2 0 


e finalmente, usando la (9.28), 


n/2 il m/2 
S=|[- cos], +f cosr dx = [sine], =1 C 
0 


Corollario 9.47 Sia f una funzione integrabile sull’intervallo [-a, a], a > 0. 
Se f è pari, allora 


f {@dr=2 /l f(a)az: 


se f è dispari, allora 


Dimostrazione. Per il Teorema 9.33 i). 


| f(a)dr | f(a)dx +4 | f(a)dr. 


Eseguendo la sostituzione vy (IL) x nel primo integrale a 


secondo membro. otteniamo 


) 9] 


| f(a)dx J f(-y)dy J f(—y)dy. 


Quest'ultimo integrale coincide con | f(y) dy se x la pari e con 
4 (1) 
il suo opposto se f è dispari. La tesì segue ricordando che in un 


integrale definito la variabile di inteerazione è muta. 
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0 1 


Figura 9.11. Regione racchiusa tra i grafici delle funzioni f(x) = x? e gla) = vr 


9.9.1 Applicazione al calcolo di aree 


Diamo due esempi di applicazione del Teorema fondamentale del calcolo integrale 
al calcolo di aree di figure piane. 


i) 


Si voglia innanzi tutto calcolare l’area A della regione finita di piano racchiusa 
tra le due curve di equazione y = f(x) = x? e y= g(x) = v (si veda la Figura 
9.11). Notiamo che le due curve si intersecano nei due punti di ascisse x = 0 e 
x = 1. La regione a cui siamo interessati è la differenza tra il trapezoide della 
funzione g e quello della funzione f, relativi all’intervallo [0, 1]. Pertanto, 


A= f st@ar- f s@)ae= / 1NE-21d0= Ea 


0 


ii Verifichiamo ora la ben nota formula A(r) = mr? che esprime l’area di un 


cerchio in funzione del suo raggio r. Consideriamo il cerchio di centro l’origine, 
luogo dei punti (x,y) soddisfacenti la relazione x? + y? < r?. Il quarto di 
cerchio contenuto nel primo quadrante è dunque il trapezoide della funzione 
y= vr? — x? relativo all’intervallo [0, r] (si veda la Figura 9.12); pertanto 


(0) r 


Figura 9.12. Trapezoide della funzione y = Vr? — x? contenuto nel primo quadrante 
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A(r) if da. 


Effettuiamo il cambiamento di variabile indipendente x = «(t) = rt, per il 
quale si ha da = rdt e 0= (0), r = (1). Grazie alla (9.30), si ha 


1 
A(r) = ar? | V1-t2dt. (9.31) 
0 
Ricordando l’Esempio 9.13 vi), una primitiva della funzione f(t) = v1— #2 è 


1 a 
F(t) = givl t2 4 g arcsint. 


Pertanto 
1 1 l DE 
A(r) = 4r2 ]2tV1-t2+<=arcsint| =4r?— =qnr?. 
2 2 A 4 


ill} Determiniamo ora l’area A della regione finita di piano delimitata dalla para- 


bola di equazione y = f(x) = x(1-—x) e dalla retta di equazione y = g(x) = —5 
(si veda la Figura 9.13, a sinistra). Le due curve si intersecano nell’origine e 
nel punto di coordinate (3, — 8); nell’intervallo (0, 3] si ha sempre f(x) > g(£). 


Notiamo che la regione di interesse si trova in parte nel semipiano delle ordi- 
nate positive, in parte in quello delle ordinate negative. Tuttavia, la sua area 
può essere calcolata come 


3/2 
A-f (@-()d 


ciò si giustifica osservando che A è anche l’area della regione differenza tra il 
trapezoide della funzione traslata f(x)+4 e il trapezoide della funzione traslata 


Figura 9.13. L’area racchiusa tra i grafici delle funzioni f(x) e g(x) è invariante per 
traslazione 
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g(a) + 3, in altri termini, applicando una traslazione verticale che porta l’asse 


delle ascisse nel punto di ordinata y = — 3, l’area non cambia (si veda la Figura 
9.13 (a destra)). Pertanto, 


9/2 (8 3 paga 
A= ao x? — |La2 253 = 
LG ta 


9.10 Esercizi 


1. Determinare la generica primitiva delle seguenti funzioni: 


a) f(x)=(c+1)?7 b) f(x) = 678% — e-52 
DEGerz de 


2. Determinare la primitiva che in xo vale yo delle seguenti funzioni: 


a) f(x)= de?” to=v2 yo=1 
gi 
b) ET xo=0 Yo= 1 
loga 
o f@= È z0=e  w=0 
d) f(x)=coszefi® r9= 5 Yo= e 
3. Calcolare i seguenti integrali indefiniti: 
x 
= 8 
a) JE 5 b) /(60+3) de 
3 1/x? 1 
alfr DI 3 da 
edi x xlog* a 
Fl x 
e) feviredo f [Td 
sa Li Verni 


4. Calcolare i seguenti integrali indefiniti: 


a) fre sinede b) Ja log 2x dx 
0)] fog? zdx d] f carctanede 


e) fer cossa: Dirt 
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5. Calcolare i seguenti integrali indefiniti: 
2 ; _ Di 
a) T da n gi — 503 ne 8x2 — 9x + i 
x — 4xr +3 — 5r +6 
x 17x? — nl 179° — 16x + 60 60 
I [EL pela lie 
3 72° (22 + 4)(x — 1)? 
6. Calcolare i sa integrali indefiniti: 
fa n/a 
da 
et +1 
o] fette 1+ COSE | dfra- 
1- cosa 1+sin PR 
a) Sa du n fi cos? € 
COST 1-2 sin? . 
7. Calcolare i seguenti integrali indefiniti: 
x x 
da b ——-; da 
V2+% ) fai 
ff 1 1 
c) = dx d) n, —— dx 
lee sinh a 
e) f così? x dx f) fros V1+22dr 
1 1 
——_- d: Ì ——_d 
of: Ù Dl fa ti 
i) J sin” x de 0) | costedr 
8. Determinare la primitiva di f(x) = |x|log(2 — x) che si annulla ina = 1. 
(9. Determinare la primitiva F(x) di f(x) = re!" tale che lim F(a)=-5. 


10. Determinare in (-3, +00) la primitiva che si annulla in x = 0 della funzione 


_ Lr+2 
{= T+9E 3). 


ll. Determinare la primitiva generalizzata della funzione 


x°-—5rx+3 sex>1, 
fe) = h i sex <1 


che si annulla nell’origine. 
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12.) Verificare che vale l'uguaglianza 


1 T 
arctan — = ca arctanx, Va > 0. 
x 


13.) Scrivere lo sviluppo di Maclaurin di ordine 9 della generica primitiva di f(x) = 
| cos2a?. 


14. Scrivere lo sviluppo di Maclaurin di ordine 4 della generica primitiva di f(x) = 
_ 2+e 
3+ 23 


15. Calcolare i seguenti integrali definiti: 


Li 1/2 1 
eda b —__d 

a) / x cos x da ) i; ra x 

e? $ n/2 1 
°) 1. ci di i PETTINE Pepi 

= 3 1 —: v3 

le) —; de n] f M(x2 — 1) da 

i —_ Jo 


(Si ricordi che [x] denota la Parte intera e M(x) la Mantissa di x.) 


(16. Calcolare l’area del trapezoide di base [e !,e] relativo alla funzione f(x) = 
log a]. 


17. Calcolare l’area della regione limitata del piano racchiusa tra le curve di 
equazione y= f(x) ey = g(a): 


2 f()= al, ga) = VIa? 
b) f(@}=2° 22, gla)=-c°+2 


18. Calcolare 


9.10.1 Soluzioni 
l. Primitive: 


a) F(a) = g(c+1)?8+c; Db) F(2) = 
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c) Si ha 
x+t1_1 2x 1 
xa+10 2x2+1 ax2+41 


e quindi 
1 
F(a) = 5 log(x°? + 1) + arctanx+c. 
d) F(x)=log[2x + cosx|+c. 
2. Primitive: 


a) La generica primitiva di f(x) è F(x) = 1 922° + c. Imponendo la condizione 
F(v2) = 1, si ottiene 


1 1 
1=-e'+c da cui c=1- je 
e quindi la primitiva cercata è 
1 2 1 
F(a)= “i +=" 
b) F(x)=arctana8+1; °) F(x)=3log°a-3; dF(g) = in. 
3. Integrali indefiniti: 
a) S=3log(e2+7)+c; b) S= #(6r +3) + c. 
c) Ponendo y = >, si ba dy = -À dx da cui 


1 1 1 
S=-3 fotdt=-iot+0= pelle +. 


2 

d) Spe: 
e) Ponendo y=1+ e*, si ha dy = e” dx e quindi 

2 2 

s= f viae= 30 +0=5 (1+eT)3 + c. 

{1 S=Vax?+7+c. 
i. Integrali indefiniti: 
a) S=(2-—-x?)cosx+2xsinrx+c; Db) S=ix%(log2x- 1)+c. 


c) Integriamo per parti ponendo f(x) = log? x e g'(x) = 1. In tal modo si ha 
f(x) = #logx e g(x) = x. Pertanto 


Ca 
S=zlog?2-2 flogrde. 


Quest'ultimo integrale si calcola ancora per parti (si ricordi l’Esempio 9.11 ii)) 
e sì ottiene 


S=zxlog? x — 2x(logx - 1)+c= x(log9x — 2logr +2)+c. 
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d) Integriamo per parti ponendo f(x) = arctan x e g/(x) = x. Allora f(x) = 


e g(x) = 3x?; dunque 


1 1 2 1 1 1 
S = 30° arctana JT dx = gr arctane z/(1 i) da 


= arctan x - 70 + pa arctan x + Cc. 


celo 
1+x? 


Jl 


e) S= ge?(sinr +2cosr) +c. 

f} Ricordando le considerazioni fatte a pag. 324 (punto v)), usiamo l’integrazione 
per parti nell’integrale Sì = f 7 dr ponendo f(e) = a e g/(2) = 1. 
Allora f(x) = “iv e g(x) = x; quindi 


1 x x? 
— -; dx = +2 — dr 
/Ta 7 Tp? [ata ùi 
x e +1-1 
= +2 - da 
1+22 a Ù 


x 1 
29, -2 de. 
Tg (fo, hi 


Si 


| 


Pertanto 


sai S1+ - = arctana + — +c 
C2V 148) 2 1+22 Ù 


a) S=3logle — 3|— logle- 1|+c. 
b) S= 1x3 +2r+2logle - 3] —logle - 2|+c. 
c) Si ha 
de x __A Bx+C 
x23-1 (e-1)(e2+x+1) el'asg.l 
ovvero Ax? +x+1)+(Br+0)(r-1)= x. Ponendo x =1ex=0 
si ottengono le costanti A = C = 3; ponendo poi x = —1 si ricava B = — 
Pertanto si ha 


a _1 1 x-1 
x3-1 3\x-1 2x2+x+1 


ACI 1260153 
3\x-1 2x+x+1 


;( 1 i 2x+1 3 1 ) 


1 
3° 


x-1 2e22+4x+1 2(e+1)2+8 


In conclusione, 
S=3(logle-11- glog(e?+r+1) + vBaretan Z_(241)) + 
= 3198 3 10g(T° +24 Sat 5 Cc. 
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d) S=log(x? +4) +3log|ce — 2|— 5loglc +2|+3arctan£ +e. 

e) Si ha 
x141 x2+1 A B_C 
ee +14 sable #44 
x3- x a3— x? 1 


Ponendo x = 1 e x = 0 nella relazione 


Ar? +(Br+C)(r-1)=x2+1 


si ottiene A = 2 e C = —1; inoltre, ponendo, ad esempio, x = —1, si ha 
B=-1. Pertanto 
2 1 1 


1 1 
s=f xr+14 dr = 2r°+x+2log|x-1|-loglx|+-+c. 
c-1 x 22 2 x 


f) Si ha 
2x3 — 2x° +7r+3 A 2) B cio, 
(124 4)(x — 1)? d-1 (e-1)? 2440 


Imponendo la condizione 


A(x — 1)(e? + 4) + B(x° +4) + (Cx+ D)(c — 1)? = 2x3 — 2x2 +70. +3, 


si ricava A = 1, B= 2, C=1eD=-1. Pertanto 


1 2 x-1 
sfighe 


1 1 
+ 3 log(x? + 4) — 3 arctan 5 +c. 


= logle — 1| i 


6. Integrali indefiniti: 


a] Posto y = e”, si ha dy = e” dr, da cui 


1 
ua 1- —— |] dy=y-logly+1|+c 
Mi y+1 


— log(e£ +1)+c. 


b) S=1x-iloglet-2|-343;+c. 


c) Posto t = tan 7, si ha cosr = nr e da = ee, dt. Allora 


ì i 1 
=21=--dt=2 - 
Ù [aa IE: ta) S 


2 2 
= —— —-2arctant+c= x+ec. 
t tan 3 
2 l+tan£ 
d) S= bo; RT sali 
1+tan È 1 tan 5 
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f) Posto t = tanz, si ha sin? x = 25, cost == ede= 174, da cui 
1 A B Ct+D 
S= | —+;___; dt = di. 
an (È Tru tn) 
Ponendo t = —1, t=1, t=0et=2 nella condizione 


A(1-t)(1+#)+B(1+%)(1+#)+(Ct+D)(1-t2)=1, 


si ricava A 1, B 1, C=0eD 1. Pertanto 


L. 1 11 11 
S= d 
[iti sa) i 
Ligaliodl=Abalii lana 
=- arctan c 
g° 406 2 
1 1+ 1 1 sin x + cosa 1 
= -logl_— — arctan £ =] . 
zlog|] Et + jarctan +e ge FS psmeenage et Rate 
7. Integrali indefiniti: 
als = 2V( (2+a)9 —- 4V2+xr+c; b) S=-7ag te. 


c) Ponendo t? = 3— x si hax = 3 — t? e 2tdt = —-dx, da cui 


2t 1 


. . ®_ 2 . 
dl) Ricordando che sinhx = —— e ponendo y = e” si ha 


2 1 1 
s-fras-/(h)o 


= log|y— 1| — logly + 1|+c = log — 


e) S= 1 (Ze? Le 20 +20) + c=isinh2r +3r+c. 


f} Osserviamo che log V1+ 2 = 3 log(1 + 22). Integriamo per parti ponendo 
f(x) = log(1+ x?) e g'(x) = 1. Allora f'(x) = fr e g(e) = €; quindi 


Il 


Biel (adogli 2 frà 
= g | rlog Ù prin 
1 A 1 
cc — = isti 1- 
3 (ciog0 x°) af ( 3) de) 
i 
3 


(x log( (1+2?) )- 2a. + 2arctane) +c 


g) S=3}(log|l + tane] 3 log(1+ tan? x) +x)+c 
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h) Posto y = ef”, si ha dy = 4e' dx ossia de = x dy. Pertanto 


1 1 1 1 1 
= du d 
tivi i ad a) Ù 


1 1 
= j (0g ly] — logly+1))+c= j(4e — log(e'® + 1)) + c 


1 
=x- 7 198(e° +1)+c. 
i) Osserviamo che 
È ; »._d È 2 
sin” x = sine sin'e = sinx(1— cos x)?; 


allora, posto y = cos 7, da cui dy = — sin x dz, si ha 


fsintzde = - fa-sPa= finta 


23 _1,5 23 1 5 
= Ytgy — ay +e =—cosT+ 3 cos'r— -c08°r+c. 


3 1) 3 9) 


) Poiché cos*x = cos cos 


g'(x) = cosx. In tal modo si ha f'(x) = —3 sin x cos 


3 
2 


Se feost dr = sin x così x + 3 | cos? x sin? a dr 
_ gi 3 2 2 
= sin x cos 2+3 | cos x(1— cos°x)dx 
= sinz:cos' 2 +3 / cos 2da — 35. 
Dunque, ricordando l’Esempio 9.9 ii), 
. 3 1 1. 
45 = sinx cos° x +3 gt t 2 51028 +c. 


In definitiva 


1 3 3 
f cost zar — j Sine cost a n 16 sin2rx +c. 


$. Innanzitutto osserviamo che f(x) è definita in (—-00,2) e 


xrlog(2-x) se 0<x<2, 
f(x) = 
—rlog(2-x) sea<0. 
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x, integriamo per parti ponendo f(x) = cos*x e 
x e g(x) = sine; pertanto 


Per determinarne la primitiva, calcoliamo l'integrale f x log(2 — x) dx per parti. 


1 


Ponendo g(x) = log(2 — 2) e h'(x) = x, si ha g/(x) = + e hA(x) = 32; perciò 


e_2 2 
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1 1 il 
fz10g@- 2) de — 37° log(2 x) 3] T de 


ge2 
= 2x°log(2— x) : q+t2+ dx 
2 2 2 
12 lo 
"gf log(2 — x) are 2log(2— ax) +c 
Allora 
F( 3x2log(2-x)- 1x2 -x-2log(2-x)+c,  se0<x<2, 
TRI = 
-—3x?log(2-x)+1x° +x+2log(2-x)+csr ser<0. 


CINI . (I . . . 
Imponendo la condizione F(1) = 0 si ha ci = x) inoltre F° deve essere continua in 
x = 0 per cui 


F(0t) = -2log2 + ; = F(07) = 2log2+ ca. 


Dunque cr = —4log2 + è e la primitiva cercata è 
Fa) 3x2 log(2-—x)- ix? - x - 2log(2— x) + È se0<x<2, 
TC, = 
—3x? log(2— x) + 1x° +x + 2log(2— x) — 4log2 + 3 ser<0. 


9. Risulta 
f()= 


Ricordando l’Esempio 9.11 i), si ha 


cei sex >0, 
re” ser<0. 


-—(r +1)e7+c1 sex >0, 
(x — 1)e® + co ser <0. 


F(a={ 


Imponendo la continuità della primitiva in x = 0, si ricava F(0) = F(0+) = ci = 
F(07) = ca; dunque la generica primitiva di f è 


—(r+1)e “+c sex >0, 
F(a) = { sa 

(a — 1)e® + c sex < 0, 

ossia F(x) = — (|r|+1)e-! +e. Inoltre lim F(a)= lima (-(e+1)e "+c)=c, 
TITO L11100 
pertanto la condizione lim F(x) = —5 è soddisfatta per c = —5 e la primitiva 
LA TOO 

cercata è 


F(x)=-(e|+1)e 1-5. 


10). Poiché 
x+2 
_.J (#+3le=3) 
f(®) = rt2 


(a = 3)2 se-3<x<0, 


sex > 0, 
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calcoliamo dapprima i due integrali indefiniti 


L +2 E r+t2 > 
s/ WES s/n 


Si tratta di integrare funzioni razionali e quindi possiamo utilizzare la tecnica dei 
fratti semplici. Non è difficile verificare che 


+2 ____A_,_B__1(1 5 
(r+3)(e -3) 2+3'x-3 6\2x+3 x-3 
a+2 _ A, B 1, 5 
(e -3)? €-30 (e-3)? x-3 (2-3)? 
Dunque 
ov 1 5 
51 = g(logle+3|+5logle - 3) +1, Sa = logle-3|- te 
e la generica primitiva di f ha la forma 
S > 0 
Fa) ={ 1 sex >0, 
-—Sg se-3<x<0 
1 
g 008 +3 + 5logle — 3]) + c1 sex >0, 
A 5 
—logle-3l+ 73 te se-3<x<0. 


Imponendo la continuità e l'annullamento in x = 0, si ottiene 


0= F(0) = F(0*) = log3+ c1 = F(07) = -log3-3+r. 


x 5 " *|* x 
Pertanto dovrà essere c1 = — log 3 e ca = log3 + è e la primitiva cercata è 


1 
6 (log(x +3) + 5log|ja — 3]))- log3 sex >0, 
F(a)= 


5 n 
log(3 )t 7 -log34+ 3 se-3<x<0. 


3 
|]. La generica primitiva generalizzata F(x) di f(x) deve essere una funzione 
continua soddisfacente la condizione F'(x) = f(x) in tutti i punti di continuità di 
f(x), ovvero, nel nostro caso, per ogni x # 1. Quindi dovrà essere 


fest -s2+ade sex > 1, 
F(x)= 
fender sex <1 


1 5, 
i LA 530° +80 
2a? — Tx + co sex <1; 


tc, sex 21, 
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il legame tra le costanti cj e ca si ottiene imponendo la continuità in x = l: 
F(1)=F(1t)=1+c=F(1)=-5+c2. 

Dunque co = 6 + c1 e la generica primitiva generalizzata è 


14 9 2 
ser 21, 
Poe 3° 37 3r +c sex > 


2x° — 7er+6+c ser<l1. 


Imponiamo ora la condizione F(0) = 6 + c = 0, ottenendo c = —6. Quindi la 
funzione cercata è 


1,4, 5 3 
È 4 i E be 
F(e) 3% 53° 3r-6 sex > 1, 
2x2 — Tx ser<1. 


In alternativa, si può notare che la funzione cercata (si ricordi l’Osservazione 9.41) 
risulta uguale a 


F(2) = J fat: 


si procede poi calcolando l’integrale definito della funzione f(t). 


12. Consideriamo le funzioni F(x) = arctan i e G(2) = — arctan x. Poiché 
Pa=-—=) 
ì 1+22 iù 


ne segue che F(x) e G(x) sono due primitive della stessa funzione f(x) = si. 


pertanto, per la Proposizione 9.3, differiscono per una opportuna costante c € R: 
F(x)= G(a)+c. 
TT 


Per determinarla, notiamo che F(1) = 7, G(1)= —# e dunque c = 3. 


13. La generica primitiva di f ha la forma 
F(a)= c+ f cosa a. 
0 
Ricordando il Lemma 9.43 e scrivendo 
cosa = 1-20 +î88 4 0(19), #0 


lo sviluppo di F, perx + 0, è 


F@)=c+ f. (1-2043#84+0(0)) tne+a da 4 Za 
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14. Come nell’esercizio precedente, iniziamo con il calcolare lo sviluppo di Maclau- 
rin di ordine 3 di f. Si ha 


1 a38\ 
spe 
1 1 1 
=, € x 5©° Tua i or") (1 — 303 +0(29)) 
1 1 1 
= € x 53€ ce 2°+0(2*)) 
1 1 7 
ii dl 
Dunque 
Ù è 1 La Ts 3 
F@)=c+ f {0Wa=c+ f 1 3l gl 18° tolt°)) di 
1 1 7 
=c+%x + 0) 30° +02), cr 0. 
15. Integrali definiti: 
a) —2; b).t; c) te2(3e? — 1); d) + log6. 
e) Poiché 
1 sel<x<2, 
OSE se2<xr<3, 
3 serx=3, 
risulta 


f} Consideriamo la parabola y = x? 1 per 0 < x < V3 e studiamone l’immagine. 


Risulta 
-1<a2-1<0 per x € [0,1) 
0<x?-1<1 per x € [1,v2) 
1<a2-1<2 per x € [V2,v3) 
e quindi 
x2-1+1 seze 0,1), 
Ma? - 1) = x2-1 se x € [1, v2), 
x --1-1 sere[v2,v3), 
0 ser=v3. 
Pertanto 


1 v2 v3 
s= | 20424 f (2 - Dar + f (x? - 2)dr=V2-v3+1. 
0 1 v2 
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A 


Figura 9.14. Trapezoide relativo alla funzione f(x) = |log | 


16. Osserviamo che (si veda la Figura 9.14) 


-—loge see1<z<1, 
|loga| = 
loga sel<ac<e. 


Quindi, ricordando l’Esempio 9.11 ii), si ha 

e LL e 

A= / [loga|dax = -/ logedr + f log x dx 
e! ell 1 
1 e 2 
= - [r(loge — 1] + |r(log.a — 1] =2--. 

Cheli 1 e 
17. Calcolo di aree: 
a) Osserviamo che la regione di interesse è simmetrica rispetto all’asse y (si veda 

la Figura 9.15). Pertanto, ricordando l’Esempio 9.13 vi), l’area cercata sarà 


È 


= 
0 | i A fi 
=" i 


{2 1 


_M2 Vv 
DI . 


(SI 


Figura 9.15. Regione relativa all’Esercizio 17 a) 
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v2/2 
A= (/ (VIZI ada) 
0 
v2/2 v2/2 
— [ev 1- x? + arcsin z|. = Lal È 


0 4° 


coerentemente con il fatto che la regione considerata è un quarto di cerchio. 


b) 3. 
|S. Poiché 
1-t set<l1, 
|e-1|= 
t-1 set>1, 
si ha 


si (1-t+2)dt ser<1, 
F(x) = 


1 ta 
J (-t+2)dt+ f ((-1+2)dt sez >1 
21 1 


1 7 
— 30° +80+3 sert<l, 


Lit ser >1 
2 2 cadi 
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Calcolo integrale II 


In questo capitolo proseguiamo la trattazione del Calcolo integrale. 

Nella prima parte, introduciamo il concetto di integrale improprio, che per- 
mette ad esempio di estendere il calcolo delle aree al caso di regioni non limitate 
del piano. Lo studio del comportamento di un integrale improprio si avvale degli 
strumenti sviluppati nei capitoli precedenti relativi al calcolo dei limiti. 

La seconda parte del capitolo è dedicata alla definizione di un calcolo integrale 
sulle curve per funzioni di più variabili, il quale estende quello sugli intervalli della 
retta reale presentato nel capitolo precedente. 


10.1 Integrali impropri 


Abbiamo sinora introdotto e studiato l’integrale definito di una funzione limitata 
su un intervallo chiuso e limitato della retta reale. Varie applicazioni inducono a 
estendere il concetto di integrale definito al caso in cui l’intervallo non sia limitato 
oppure al caso in cui la funzione considerata non sia limitata. Tale estensione viene 
realizzata attraverso un processo di limite a partire da integrali definiti secondo 
una delle costruzioni viste precedentemente (Riemann o Cauchy). Si perviene in 
tal modo al concetto di integrale improprio. 

Presentiamo dapprima gli integrali impropri definiti su intervalli illimitati e 
successivamente prendiamo in esame l’integrazione di funzioni non limitate su un 
intervallo limitato. 


10.1.1 Integrali su intervalli illimitati 


Consideriamo la semiretta [a, +00). Introduciamo l'insieme Ricc([a,+00)) delle 
funzioni definite su [a, +00) e integrabili su ogni sottointervallo chiuso e limitato 
[a, c] della semiretta. 

Se f € Rice([a, +00)) risulta quindi definita su [a, +00) la funzione integrale 


F(c) = [10 dx. 
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È naturale studiare il comportamento limite di tale funzione per c —> +00. 


Definizione 10.1 Sia f € Rioe([a,+00)). Poniamo (formalmente) 


ia f(a)de = lim da 


la c++ Ja 


il simbolo a primo membro viene detto integrale improprio di f su [a, +00). 


i) Se il limite esiste ed è finito, si dice che la funzione f è integrabile (in 
senso improprio) su [a, +00) 0, equivalentemente, che il suo integrale 
improprio è convergente. 

i) Se il limite esiste ed è infinito, si dice che l’integrale improprio di f è 
divergente. 

ii) Se il limite non esiste, si dice che l’integrale improprio di f è oscillante. 


L’insieme delle funzioni integrabili su [a,+00) verrà indicato con il simbolo 
R([a,+00)). | 

E facile cogliere il significato geometrico dell’integrale improprio nel caso in 
cui la funzione sia positiva su [a, +00). Osserviamo innanzitutto che per una tale 
funzione vale la seguente proprietà. 


Proposizione 10.2 Sia f € Rioe([a, +00)) tale che f(x) > 0, Va € [a, +00). 


Allora la funzione integrale F(c) è monotona crescente su [a, +00). 


Dimostrazione. Siano c;, co € [a.+00) due punti tali che c) < cs. Grazie all’addi- 
tività dell’integrale rispetto al dominio di integrazione (Teorema 
9.33, i)), si ha 


F(co) i f(a)dx | f(a) dx 4 J  f(@)de 
= F(c1) 4 / f(a)de. 


L'ultimo integrale è > 0) per la proprietà di positività dell’integrale 
(Teorema 9.33, iii)). Si conclude che F(co) > F(c1). ] 


Corollario 10.3 L’integrale improprio di una funzione positiva appartenente 


a Rioc([a,+00)) è 0 convergente oppure divergente a +00. 


Dimostrazione. Segue dalla proposizione precedente. applicando il Teorema 3.27 


alla funzione integrale /. 
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a C n.°] 


Figura 10.1. Trapezoide di una funzione f definita sull’intervallo illimitato [a, +00) 


Tornando all’interpretazione geometrica, possiamo dire che l’integrale impro- 
prio di una funzione positiva rappresenta l’area del trapezoide di f su [a, +00) 
(vedasi la Figura 10.1). Tale regione illimitata può essere considerata come il li- 
mite, al crescere di c, delle regioni limitate rappresentate dai trapezoidi di f sui 
sottointervalli [a, c). Il trapezoide di f su [a, +00) ha dunque area finita se V’in- 
tegrale improprio di f è convergente; si dice, invece, che ha area infinita quando 
l’integrale improprio diverge. 


Esempi 10.4 


1 
1) Consideriamo le funzioni f(x) = — con a > 0. Studiamo l’integrale improprio 
x 


di f su [1, +00). Si ha 


re i + el 1 
1 sea # 1, wi 
[Ea 1- al, _ pena sea # 1, 
1 
logelî  sea=1 log c sea = 1. 
Pertanto, se a # 1, 
1 
bai celo -1 —— sea>l, 
ii —dx= lim = - 
1 aq cH+00 — Q 


+00 1 
I -dr= lim loge= +00. 
1 


Il comportamento dell’integrale improprio non cambia se l’estremo inferiore di 
integrazione è un qualunque punto a > 0. In conclusione, abbiamo 


RI seal, 


diverge sea <1. 
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ii) Sia f(x) = cosx. La funzione integrale 
(6) 
F(c) = N; cosx da = since 
0 


non ha limite per c + +00. Ne segue che SÉ cos x dx è oscillante. 


L’integrale improprio eredita alcune delle proprietà dell’integrale definito. 
Precisamente, siano f,g due funzioni appartenenti a R([a, +00)); allora, 


il per ogni c > a, si ha 


[sde= fiat fs) 


lì) per ogni a, 0 € R, si ha 


+00 +00 +00 
S (os@)+pg)dzaf sara f sea; 
li) se f > 0 in [a, +00), si ha 
+00 
J f(a)da > 0. 


Tali relazioni si ottengono dalle proprietà )-it) del Teorema 9.33 e dalle proprietà 
dei limiti. 


Criteri di convergenza 


Data una funzione f € Rioc([a, +00)), non sempre è possibile stabilire la sua inte- 
grabilità su [a, +00) facendo uso della definizione. Infatti, può accadere che la sua 
funzione integrale F(c) non sia calcolabile esplicitamente. È utile allora avere dei 
criteri che garantiscano la convergenza o divergenza dell’integrale improprio. Nel 
caso di convergenza, l'eventuale problema di calcolare il valore numerico dell’inte- 
grale potrà essere affrontato facendo ricorso a tecniche più sofisticate, che esulano 
dallo scopo di questo testo. 
Un primo criterio, che riguarda le funzioni positive, è il seguente. 


Teorema 10.5 (Criterio del confronto) Siano f,9 € Ricc([a,+00)) due 
funzioni tali che 0< f(x) < g(x) per ogni x € [a, +00). Allora 


0< a f(a) da < a g(x) de. (10.1) 


In particolare, 
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i) se l’integrale improprio di g converge, allora converge anche l’integrale 
improprio di f; 


ti) se l’integrale improprio di f diverge, allora diverge anche l’integrale 
improprio di g. 


Dimostrazione. Per la proprietà di monotonia dell’integrale definito, usando l’i- 


potesi 0 < f(x) < g(#) su [a, +00), si ha che 
F(c) | f(a)dx < | g(xa)da = G(c). 
Ricordiamo che i limiti per c + +0 delle funzioni integrali /(c) 


e G(c), esistono in base al Corollario 10.3: applicando a tali fun- 
zioni il primo Teorema del confronto per i limiti (Corollario 4.4) 
otteniamo 


0< lim F(c)< lim Gc), 


x x 


che è esattamente la (10.1). Le implicazioni i) e i) seguono ora 


direttamente dalla (10.1). 


Esempio 10.6 


Studiamo la convergenza degli integrali impropri 


+° arctana +°° arctana 
ad e —_—_ de. 
1 r 1 T 


Poiché, per ogni x € [1, +0), si ha 
*.g arctan x < s 
47 2 


ne segue che 


arctan x T T & arctan 7 
A A e O gici 
x? 2x2 dx 7 x 
e dunque 
+00 +00 +00 +00 
arctan x T T arctanr 
pei a, 
1 x 1 2x 1 dx 1 x 
"TRA: dn TE 
Dall’Esempio 10.4, sappiamo che J 353 converge, mentre J n 
1 Tr 1 NA 


diverge. Applicando il Teorema 10.5, l’implicazione i) ci assicura che l’integra- 


x2 


T° arctana . 2 
——__ dx diverge. 
i x 


+00 
arctan x » PE io aa de 
le —— dx converge mentre l’implicazione i) ci dice che l’integrale 
1 
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La convergenza dell’integrale di una funzione di segno variabile può essere studiata 
con il seguente criterio. 


Dimostrazione. 


Definiamo le funzioni fi e f_. dette rispettivamente parte po- 
sitiva e parte negativa di f. nel modo seguente: 


J(x) se f(x) 20, 


fs (2) = max(/(0).0)= {7 sep 


0 se f(x) 20, 
-—f(*) se f(a)<0. 


Osserviamo che entrambe le funzioni sono sempre > 0 e permet- 
tono di decomporre f e | f| come 


S(e)= f+(2) — f-(2) e |f(@)]=f+(2)+$-(e) (10.2) 


(vedasi la Figura 10.2). Da queste relazioni, per somma e diffe- 
renza, segue che 


_ f(@)| + f(2) 
x 2 


f-(x) = max(-f(x),0) = { 


L= AIA 


S4+() 9 


da cui, per la proprietà #i) del Teorema 9.33, si deduce che 
fs. f- € Ricoe([a.+00)). Poiché 0 < f4(x), f(x) < |f(2)|. per 
ogni x > a, possiamo applicare il Criterio del confronto 10.5 e ot- 
tenere che f, e f_ sono integrabili in senso improprio su [a, +00). 
La prima delle (10.2) implica che anche f soddisfa tale proprietà. 


\1=5%@) 


I 


Figura 10.2. Grafici di una funzione f (a sinistra), della sua parte positiva (al centro) 
e della sua parte negativa (a destra) 
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Infine. dalla proprietà v) del Teorema 9.33, segue che, per ogni 


| f(a)da] < | f(*)\dx: 


vassando al limite per c — +0< si ottiene la tesi 
| | 


( dl’ 


Esempio 10.8 


Consideriamo l’integrale 


x 


i è integrabile su [1, +00) 


Poiché 


1 
< 7 la funzione |f(x)| = | 


cea 
x? x 
per il Teorema 10.5, usando l’Esempio 10.4. Dunque l’integrale considerato è 


convergente per il criterio precedente e si ha 


+00 +00 +00 
COSX COST 1 
. 5 de </ | r|des f de =1 G 
1 xq 1 r 1 x 


Osservazione 10.9 N Criterio di convergenza assoluta fornisce una condizione 
sufficiente ma non necessaria per la convergenza di un integrale improprio. 
Ad esempio, 


+° sine chan 
dr converge, ma 
1 1 


sin 


x 


de di 
7 x  diverge 


(per la giustificazione, > Integrali impropri). 
Le funzioni f tali che | f] € R([a, +00)) sono dette assolutamente integrabili 


su [a, +00). 


Un ultimo criterio di semplice applicazione si basa sullo studio dell’ordine di 
infinitesimo per x — +00 della funzione integranda. 


Teorema 10.10 (Criterio del confronto asintotico) Si consideri una 
funzione f € Rice([a,+00)). Supponiamo che f abbia ordine di infinitesimo 


a per x + +00 rispetto all’infinitesimo campione g(x) = i 


i) Sea>1, allora f € R([(a,+00)); 
+00 

n) sea < 1, allora f f(x)da diverge. 
a 


M 


Dimostrazione. > Integrali impropri. 
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Esempi 10.11 


il Consideriamo l’integrale 


+00 
J (1 — 2arctana) dr. 
I 


Osserviamo che la funzione f(x) = 7 — 2arctan e è infinitesima di ordine 1 per 
X + +00; infatti, applicando il Teorema di de l’Hòpital, si ha 
7 T — 2arctana . dg? 
lim = lim 
r--++00 1/x x-+00 1+ x? 


Pertanto l’integrale considerato è divergente. 


ii) Studiamo la convergenza dell’integrale 


1° x +cosx 
nr de 
1 r° + sine 
Poiché cos x = o(x) e sinx = 0(23) per x — +00, si ha 
x +cosx 1 
3 = 3 X > +00. 
r° + sine pa 
Dunque l’integrale converge. 


Nel successivo esempio studiamo una famiglia di integrali impropri che estende 
quella considerata nell’Esempio 10.4 i). 


Esempio 10.12 


Prendiamo ora in esame la famiglia di integrali 


+o0 1 
—T—— dr 
/ x°(log x)? 
con a, 8 > 0. 


Il Il caso a = 1 può essere studiato attraverso un’integrazione esplicita; infatti, 
introducendo il cambiamento di variabile t = log x, si ha 


+00 1 +00 1 
——; da = — dt 
J, e(log a)? ‘© Ji 18 


e quindi l’integrale converge se 8 > 1 e diverge se 8 < 1. 
il Se a > 1, è sufficiente osservare che log > log 2 se x > 2 e dunque 
1 1 
< $ 
x(loga)f 7 x*(log 2)? 
Applicando il Criterio del confronto, concludiamo che l’integrale converge per 
ogni valore di 4. 


Vr > 2. 


lil) Se a < 1, scriviamo 
1 dn pro 
x°(loga)f x (loga)f 
al 
e osserviamo che la funzione mani tende a +00 per ogni 8. 


(log x) 
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Dunque esiste una costante M > 0 tale che 
1 M 
x*(loga)f — x 


; Va > 2; 


pertanto, applicando ancora il Criterio del confronto, l’integrale diverge. 


In alcuni casi è conveniente pensare il valore assunto per x = £ da una funzione 
f definita su una semiretta reale [ko, +00) come il termine generale ax di una 
serie. In questo modo, sotto opportune ipotesi è possibile mettere in relazione il 
comportamento della serie con quello dell’integrale improprio della funzione su 
[ko, +00). Vale infatti il seguente risultato. 


Teorema 10.13 (Criterio integrale) Sia f una funzione positiva, decre- 
scente e continua în [ko, +00), con ko € N. Allora valgono le seguenti 
disuguaglianze 


co +00 (ero) 
Y /A< ti f@ar< Y fh); (10.3) 


k=ko+1 ko k=ko 


pertanto, la serie e l’integrale improprio hanno lo stesso comportamento. 
Precisamente 


+00 co 
a) f(a)dx converge «> ba f(k) converge; 
vko k=ko 
+00 SO 
b) f(a)dx diverge «> ;B f(k) diverge. 
ko k=ko 


Dimostrazione. => Integrali impropri. 


Esempi 10.14 


| Il Criterio integrale permette di studiare la convergenza della serie armonica 
(e.®) 


1 i 
generalizzata ) za PE tutti i valori ammissibili del parametro a. Osserviamo 
k=1 ; 
infatti che la funzione — , a > 0, soddisfa le ipotesi del teorema e ha integrale 
x 
improprio su [1, +00) convergente se e solo se a > 1. In conclusione 


Zy 13 


ca | a sea>1, 
k=1 


diverge se 0 <a <1. 


ill Studiamo la convergenza della serie 
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Consideriamo f(x) = e ricordiamo che il suo integrale su [2, +00) diverge 


xloga 
in quanto 
+00 +00 
1 1 
J da = "| — dt = +00. 
2 rloga loga È 
00 
Pertanto 1 i diverge. Fi 
ertanto la serie d, sui g 


Osserviamo infine che il concetto di integrale improprio può essere definito sulla 
semiretta (—00, bj, ponendo 


b 


b 
Pi f(a)de = lim F(a) dx. 


i: 
c 00 ce 


Le proprietà e i criteri di convergenza presentati sopra si adattano facilmente a 
questa situazione. 


10.1.2 Integrali di funzioni non limitate 
Consideriamo ora un intervallo limitato [a, 6). Introduciamo l’insieme Rioc([a, b)) 
delle funzioni definite su [a, d) e integrabili su ogni sottointervallo chiuso e limitato 


fa, c| con a <c< bd. 
Se f € Rioe([a,b)) risulta quindi definita su [a, 6) la funzione integrale 


F(c) = LD f(a) de. 


Studiamo il comportamento limite di tale funzione per c — bT. 


Definizione 10.15 Sia f € Rioe([a,b)). Poniamo (formalmente) 


b c 
ICH im f f(a)dx; (10.4) 


il simbolo a primo membro viene detto integrale improprio di f su [a,b). 


i) Se il limite esiste ed è finito, si dice che la funzione f è integrabile (in senso 
improprio) su [a,b) 0, equivalentemente, che il suo integrale improprio 
è convergente. 

ii) Se il limite esiste ed è infinito, si dice che l’integrale improprio di f è 
divergente. 


ii) Se il limite non esiste, si dice che l’integrale improprio di f è oscillante. 
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L’insieme delle funzioni integrabili su [a, 6) verrà indicato con il simbolo R([a,b)). 


Osserviamo innanzitutto che se una funzione definita in [a, b] è limitata e inte- 
grabile su [a, b] (nel senso di Cauchy o di Riemann), allora essa è pure integrabile in 
senso improprio su [a, dè) ed il suo integrale improprio coincide con quello definito. 
Infatti, posto M = sup |f(x)|, si ha 


LE[a,b] 
[ima fia [sod 


passando al limite per c + b7, si ottiene proprio la (10.4). Ciò giustifica l’uso della 
stessa notazione per indicare tanto l’integrale definito quanto l’integrale improprio. 
Il concetto di integrale improprio su un intervallo limitato assume quindi rilevanza 
quando la funzione integranda è illimitata in un intorno del punto b. 


b 
</ f@)lde<Mb-d): 


Esempio 10.16 


1 
Consideriamo le funzioni f(x) = Boxe eno > 0 (si veda la Figura 10.3 per 


(b- 
un esempio). Studiamo l’integrale improprio di f su [a, 6). Si ha 
_ m\l-a | 
c 1 (Cei: Dissai se a # 1, 
——_—_—_—_—_—_& da == (0 Alena 1 a 
/ (b_2)° i 
—log(b—x)|, sea=1 
(b So a si (b =» ai 
5 NN] sea # 1, 
log ci sea = 1. 
b-c 
Pertanto, se a 1, 
ci l-a 
; 1 do= lim 9a SON gati, 
a (b—-x)® cHb- a-1 DE 


+00 sea > 1. 


Figura 10.3. Trapezoide della funzione illimitata f(x) = = sull’intervallo (3,2) 
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Se a = 1, 
b 


pop de= din oggi = too 


a 


In conclusione abbiamo 


b 1 converge sea < 1, 
J egg 
a (b ini 2) 


diverge sea > 1. = 


Analogamente a quanto fatto per gli integrali impropri su intervalli non limitati, 
è possibile dimostrare che se la funzione f è positiva su [a, 6), l'integrale improprio 
di f su [a, è) è o convergente oppure divergente a +00. 

Valgono criteri di convergenza analoghi a quelli visti per gli integrali impropri su 
intervalli illimitati. Ci limitiamo a enunciare esplicitamente i Criteri del confronto 


e del confronto asintotico; le dimostrazioni verranno omesse, in quanto simili a 
quelle del caso precedente. 


Teorema 10.17 (Criterio del confronto) Siano f,g € Rioc([a,b)) due 
funzioni tali che 0 < f(x) < g(x) per ogni x € [a, b). Allora 


0< ni 0 J E (10.5) 


In particolare, 

i) se l’integrale improprio di g converge, allora converge anche l’integrale 
improprio di f; 

ti) se l’integrale improprio di f diverge, allora diverge anche l’integrale 
improprio di g. 


Teorema 10.18 (Criterio del confronto asintotico) Sia f € Rive((a,d)). 
Supponiamo che f abbia ordine di infinito a per x + bT rispetto all’infinito 


campione g(x) = n 


i) Sea <1, allora f € R([a,b)); 
b 
ii) Sea=1, altora f f(a)dx diverge. 
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In modo analogo a quanto fatto per introdurre l’integrale improprio di funzioni 
definite su [a, b), possiamo considerare l’integrale improprio su (a, b], ponendo 


b bh 
/ f(a)da = lim, | f(a) dx. 


Tutte le proprietà viste precedentemente valgono con le ovvie modifiche di nota- 
zioni. 


Esempi 10.19 


i) Studiamo l’integrale 


3 
= 
J 1/ È de 
1 3-% 
La funzione f(x) = 1/-£ è definita e continua in [1, 3) ed è infinita per x + 37. 


3 
Poiché, 7 — x < 4 per ogni x € [1,3), i il Criterio del confronto, si ha 


[Veguaf a 


in base all’Esempio 10.16. Dunque l’integrale considerato converge. 


2, 
e +1 
dr. 
[a i 
e+1l e? +1 


< 
(e - 1)? (2-1)? 
per il Criterio del confronto si deduce che l’integrale assegnato diverge a +00. 


ferta 


ill Prendiamo ora in esame 


Poiché, per x € (1,2], 


ili] Studiamo 


vi 1 


x —=; dunque, per il Criterio del confronto asintotico, 


sing VE 


4 
1 _ 
J og(r_3) x 
x £3 — 802 + 16x 
log(x — 3) 
x3 — 8x2 + 162 


Per x — 0*, f(x) = 


l'integrale converge. 
V) Sia 


La funzione f(x) = 


Inoltre, 


è definita in [m, 4) e tende a +00 per x — 4°. 


_ log(1+(x—4)) 1 
te ax(x — 4)? n 4(x -— 4) 


382 10 Calcolo integrale II 


quindi, ancora per il Criterio del confronto asintotico, l’integrale diverge a — 0 
(si osservi che la funzione f(x) = 1/(x — 4) è negativa in un intorno sinistro di 
a=4). C 


10.2 Altri integrali impropri 


Supponiamo, infine, di voler studiare l’integrabilità di una funzione definita su un 
intervallo /, limitato o non limitato, la quale eventualmente presenti un numero 
finito di punti in cui non sia limitata. È allora possibile suddividere l'intervallo 7 
nell’unione di un numero finito di sottointervalli I;, j = 1,...,n, su ognuno dei 
quali si verifichi soltanto una delle situazioni esaminate nei due paragrafi precedenti 
(si veda la Figura 10.4). Scelta la suddivisione, poniamo formalmente 


Si dice che l’integrale improprio di f su / converge se convergono tutti gli 
integrali a secondo membro. Inoltre, non è difficile verificare che il comportamen- 
to dell’integrale e il suo valore in caso di convergenza sono indipendenti dalla 
suddivisione prescelta dell’intervallo I. 


Esempi 10.20 
i) Studiamo l’integrale 


+00 1 
S= —;- dx. 
i l+x2 i 


Scegliendo ad esempio l’origine come punto di suddivisione della retta reale, 
scriviamo 


li Io 13 


Figura 10.4. Trapezoide di una funzione illimitata su un intervallo illimitato 
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entrambi gli integrali convergono e valgono 7/2, dunque S = 7. 
ii) Consideriamo l’integrale 


+90 gi 
sin a 
Sì à; da 
lo) 


La funzione integranda è infinita nell’origine, pertanto suddividiamo la semiretta 
(0, +00) ad esempio nei due sottointervalli (0, 1] e [1, +00) e scriviamo 


1 gina T°° sina 
S,= ai Co — da; 
0 LX 1 LB 


sina 


poiché 
sino 


1 
= perr-+0t 
x 


ge 

il primo integrale diverge per il Criterio del confronto asintotico 10.18, mentre 
il secondo converge per il Criterio del confronto 10.5. In definitiva S diverge a 
+00. 

Se invece consideriamo l’integrale 


+00 gi 
SsInXL 
Sa si = 
O) n3/ 


con un ragionamento analogo, possiamo concludere che l’integrale converge. 


ili) Sia 


a? a 


ue Ù x-5 
1 (e+1)Va? — 6r +8 
La funzione integranda è infinita in —1 (che però è fuori dell’intervallo di 
integrazione), in 2 e in 4. Dunque possiamo scrivere 


sa (f+[+£+/£) aveste! 


Poiché la funzione ha ordine di infinito 1/3 sia per a —» 2* sia per x — 45, 
l’integrale converge. 1 


dr. 


10.3 Integrali curvilinei 


Passiamo ora al calcolo integrale sulle curve, che verrà trattato in questo e nel 
successivo paragrafo. In molte applicazioni, è utile integrare una funzione reale 
definita sul sostegno di una curva (si veda il Paragrafo 8.4). Introduciamo quindi 
il concetto di integrale curvilineo; esso rappresenta il primo esempio di integrazione 
di una funzione di più variabili reali. 

Sia y : [a,b] + R° (con d = 2,3) un arco di curva regolare, e sia C = y([a,b]) 
il suo sostegno. Sia poi f : dom f C R° — R una funzione definita almeno su C, 
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cioè tale che CC dom f. Supponiamo che la funzione composta f 0 9 : [a,b] — R, 
definita come (f 0 y)(t) = f(Y(t)), sia continua su [a, bl. 


Definizione 10.21 L’integrale curvilineo di f su y è il numero 


ni eb 
fi=f fa rora, (10.6) 
SY Ja 


dove ||) = vic'6)P+|/()P+|2"()|P è il modulo (cioè la norma 
euclidea) del vettore y'(t). 


Notiamo che l’integrale a secondo membro della (10.6) è ben definito in quanto 
la funzione integranda f(Y(t)) ||y/(t)]] è continua su [a,b]. Infatti y è per ipotesi 
regolare, dunque le derivate prime delle sue componenti sono funzioni continue e 
quindi anche la norma ||y/(t)|| ha tale proprietà, essendo ottenuta componendo 
funzioni continue; inoltre f (100) è continua per ipotesi. 

L’integrale curvilineo ha il seguente significato geometrico. Sia y un arco 
semplice di curva piana e sia f non negativa su C/; sia 


D(f) = {(®,y,2) € R3 : (2,4) € dom f, 2 = f(2,y)} 
il grafico di f. Indichiamo con 
= {(e,w2) eR: (r,y) € C, 0<2< f(2,y)} 


la superficie verticale delimitata inferiormente dal sostegno C' della curva y e 
superiormente dal grafico di f (si veda la Figura 10.5). Allora si può dimostrare 
che l’area di L è uguale all’integrale curvilineo di f su y. Ad esempio, se f è 
costante e uguale a A su C, l’area di Y è data dal prodotto dell’altezza A per la 


dom f 


Figura 10.5. Significato geometrico dell’integrale curvilineo 
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lunghezza della base C; nel Paragrafo 10.3.1 daremo evidenza al fatto che tale 
lunghezza si esprime come /(C) = Th I|y(£)|} dt e dunque in tal caso 


b 
area (2 = NUO) = / SOIT = / 1. 


Esempi 10.22 

i) Sia y : [0,1] + R? l'arco di curva regolare y(t) = (t,t#?) che parametrizza la 
parte della parabola y = x? compresa tra i punti O = (0,0) e A = (1,1). Si 
ha y'(t) = (1,2%) e dunque ||y/(t)|| = V1+ 4t?. Sia poi f : R x [0,+00) — R 
la funzione definita da f(r,y) = 3x + VY. La funzione composta fo y vale 
f(x) = 3t+ VI? = At. Pertanto 


1 

ni f -{ 4Atv1+4t? dit, 

y 0 
che si calcola con la sostituzione s = 1 + 4t? ottenendo 
5 
92 5 

/ sa 2 / Vsds = 2[5s*2] -t(svi 1. 

yY 1 3 1 3 


li) Sia y : [0,27] + R? la parametrizzazione della circonferenza di centro (2,1) 
e raggio 2 data da y(t) = (2 + cost, 1+ sint), per la quale si ba ||y(t)]| = 


VA4sin?t+4cos2t = 2 per ogni t. Data la funzione f : R? — R definita da 
f(2,9) = (c-2)(y-1)+1, si ha f(y(t)) = 4sintcost +1 e dunque 


27 
i (Asintcost +1) dt = 2[2sin2t+t]î" = dr. 
Y 0 


Se invece si parametrizza la stessa circonferenza mediante la curva 7 avente 
le stesse componenti di y ma con t variabile in [0,2k7] (cioè si percorre la 
circonferenza k volte), si ha 


2kr 
Li=2f (4sintcost+1)dt = 4k7r. C 

x 0 
L'ultimo esempio considerato mostra che l'integrale curvilineo di una funzione non 
dipende solo dal sostegno della curva, ma anche dal modo con cui tale sostegno vie- 
ne parametrizzato. Tuttavia, parametrizzazioni equivalenti od opposte, nel senso 
di seguito precisato, danno luogo allo stesso integrale curvilineo. 


Definizione 10.23 Siano y : I + R° e d : J + R° due curve regolari. 
Esse si dicono equivalenti se esiste una biiezione p : J + I, derivabile con 
derivata continua e strettamente positiva, tale che 


6=9Y0%, 


cioè 6(r)= Y(e(7)) per ogni 7 € J. 
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Definizione 10.24 Sia y: I R° una curva regolare. Detto —I l’intervallo 


{te R:-t € I}, la curva -y:-I— R° definita da (-7)(t)= vt) si 
chiama l’ opposta di y. 


L’opposta di una curva ‘y si può ancora scrivere come (--Y) = Yo, dove pg: -I— 
I è la biiezione g(t) = -t. Notiamo poi che se y : [a,b] — R° è un arco di curva 
regolare, allora —y è un arco regolare definito sull’intervallo [-b, —a]. 

È conveniente dire che due curve regolari y e è sono congruenti se esse sono 
equivalenti oppure se l’una è equivalente all’opposta dell’altra. Ciò significa che 
$ = y0 g con gp biiezione derivabile, avente derivata continua e di segno costante. 

E importante per il seguito osservare che due curve congruenti hanno lo stes- 
so sostegno. Inoltre, tutte le curve congruenti a una curva semplice sono ancora 
semplici. 

Sia f una funzione definita sul sostegno di un arco regolare y : [a,b] — R° 
e tale che f o y sia continua, di modo che esista l’integrale curvilineo di f su y. 
Allora le funzioni f 0 é (con é arco equivalente a y) e f o (-y) sono continue, in 
quanto ottenute componendo una funzione continua tra due intervalli della retta 
reale con la funzione continua f 0 y. 


Proposizione 10.25 Sia y : [a,b] — R° un arco di curva regolare, di soste- 
gno C', e sia f una funzione definita su C' e tale che foy sia continua. Allora 
si ha 


JA 5 e Leo 


per ogni curva è equivalente a 9. 


Dimostrazione. Osserviamo che (-y)'(t) Y'(-t) e dunque ||(-y)'(t)|| 


y'(-t)||. Pertanto, 


f(y(-1) ||y/(t)|| di 


Con la sostituzione s t. da cui ds = —dt, si ha 


| f | f(Y(5)) |y{(s)|| ds 
J-q Jb 


ll 


»h 


| f(1(9)) l{(s)]| ds J f. 
da SY 
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Analogamente. se d a 9. cOn c.d a.bì. è un ar- 
co equivalente a y. si ha d' (7 x'(e(T))e'(r) con e'(7 0. 


Dunque 


Ora eseemamo la sostituzione 7 L da cui di 


ottenencdo 


In base alla proposizione precedente, si ha immediatamente il seguente risultato. 


Corollario 10.26 L’integrale curvilineo di una funzione non cambia se alla 


curva sostituiamo una curva ad essa congruente. 


Notiamo che, detto c un qualunque punto in (a,b) e posto y, = Ilfa,d € 
Yz = fc]: SÌ ha, per la proprietà di additività dell’integrale definito rispetto 
all’intervallo di integrazione, 


(3 ue A (10.7) 


1 


Tale proprietà suggerisce come estendere in modo naturale il concetto di integrale 
curvilineo agli archi regolari a tratti. Più precisamente sia y : [a,b] — R° un arco 
regolare a tratti e siano a = Go < G1 < ... < @n = È punti di [a,b] tali che gli 
archi di curva Y; = Yfa;_1,a;]}: è = 1... siano archi regolari. Sia ora f, come 
prima, una funzione definita almeno su C e tale che la funzione composta f 0 y sia 
continua a tratti su [a, b]. Si pone allora per definizione 


IIEKI 


Tale definizione è coerente con la proprietà additiva (10.7) delle curve regolari. 


Osservazione 10.27 Il calcolo di un integrale curvilineo relativo a un arco re- 
golare a tratti, può essere reso più agevole usando il Corollario 10.26. Infatti 
si ha 
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(10.8) 


dove ogni é; è un arco di curva congruente a Y;, i = 1,...,n, scelto in modo da 
semplificare il calcolo del corrispondente integrale a secondo membro. 


Esempio 10.28 
Si voglia calcolare Je x?, dove Y : [0,4] — R? è la seguente parametrizzazione 
del bordo del quadrato unitario [0,1] x [0,1]: 


Y(t) = (6,0) 0<t<1, 
Y3(t)=(1,t-1) 1<#<2, 
y(6) = 
v3(0)= (3-41) 2<4<3, 
Ya(t)= (04-14) 3<t<4 
(si veda la Figura 10.6, a sinistra). Introduciamo le parametrizzazioni dei lati del 


quadrato 


di(t)=v1(t) Ost 1, d=%Y, 
d2(t) = (1,t) O<t<1, 62099, 
63(t) = (t,1) DEI, dan 9%, 
d4(t) = (0,4) 0<t<1, da > Va 


(si veda la Figura 10.6, a destra). Allora si ha 


1 1 1 1 5 
Lee. at+ f 1dt+ f #dt+ f 0dt=. O 
Y 0 0 0 0 3 


Figura 10.6. Parametrizzazione del quadrato unitario relativo all’Esempio 10.28 
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10.3.1 Lunghezza di un arco e ascissa curvilinea 


Sia y : [a,b] + R* un arco regolare a tratti; definiamo lunghezza di y il numero 


(10.9) 


(10.10) 


Tale definizione trova la seguente giustificazione geometrica. Introduciamo una 
suddivisione di [a, d] mediante i punti a = fo < t1 < ...;tn_1 < in = be conside- 
riamo i punti P;j = y(t;) € C, i = 0,...,n. Tali punti individuano una poligonale 
in R3 (eventualmente degenere) la cui lunghezza è data da 


l(to,t1, punt stn) = ) dist (Pin P,) 
i=1 


dove dist (P;_1, P;) = ||P} — Pi-1[| è la distanza euclidea di due punti. Osserviamo 
che si ha 


|Pi- Pill = 


A4x\° (Ay\° (Az\° 
-/ (#7) (E) (E) 


avendo posto At, = tj — ti-1, 


(Fa (te), 


c similmente per le altre coordinate. Si ha dunque 


n A 2 A 2 A 2 
Uto (Se) + (Si) + (FE) Ati; 
i=1 Ù Lo i 


si noti l’analogia con l’ultimo integrale della (10.10), di cui tale espressione può 
considerarsi un’approssimazione. Si dimostra che, se la curva è regolare a tratti, 
l’estremo superiore della quantità £(to,t1,...,tn), al variare di tutte le possibili 
suddivisioni di [a, b], è finito e coincide con ((Y). 

Osserviamo che la lunghezza di un arco, così come definita dalla (10.9), dipende 
non solo dal sostegno C' dell’arco, ma anche dalla particolare parametrizzazione 
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scelta. Ad esempio, se parametrizziamo la circonferenza di equazione x? + y? = r2 


mediante ‘Yj(t) = (r cost, r sint), t € [0, 2r], abbiamo 


2r 
er) = f rdt=27r, 


come ben noto dalla geometria elementare. Se invece usiamo la parametrizzazione 
Ya(t) = (r cos 2t, r sin 2t), t € [0, 27] otteniamo 


2r 
l(Y9) -f 2r dt = 4nr. 


In questo secondo caso, la circonferenza è stata percorsa due volte. In base alla 
Proposizione 10.25, due archi congruenti hanno la stessa lunghezza. Si può dimo- 
strare che la lunghezza di un arco semplice dipende solo dal suo sostegno C'; essa 
viene detta lunghezza di C e indicata con £(C). Nell’esempio precedente, 7, è 
semplice mentre yy non lo è; come si è visto, la lunghezza £(C) della circonferenza 
è data da ((Y,). 


Sia y una curva regolare definita sull’intervallo /. Fissiamo un punto arbitrario 
to € I e introduciamo la funzione s : / + R definita da 


(10.11) 


Ricordando l’espressione della lunghezza di un arco regolare data dalla (10.10), si 
ha 
LA log) = 80t> ta, 
s(t)= 90 set=to, 
LA ttt) 80t < to. 


La funzione s permette di definire una curva equivalente a ‘y che fornisce una nuova. 
parametrizzazione del sostegno di -y. Infatti, ricordando il Teorema fondamentale 
del calcolo integrale e la definizione di curva regolare, si ha 


sO)=lv0|>0, vel; 


pertanto la funzione s è strettamente crescente e dunque invertibile su I. Detto 
J = s(I), l'intervallo immagine di / attraverso s, indichiamo cont: J-—- IC R 
la funzione inversa di s. In altri termini, esprimiamo il parametro + in funzione 
di un nuovo parametro s, come £ = #(s). La curva 7 : J —+ R° definita come 
3(s) = 2(t(s)) è equivalente a y (in particolare ha lo stesso sostegno C'). Se 
P, = y(t1) è un punto arbitrario su C, avremo anche P, = 7(81) con t1 e s1 legati 
dalla relazione #1 = t(s1). Il numero s1 è detto ascissa curvilinea di Pi. 
Ricordando l’espressione della derivata di una funzione inversa, si osservi che 


I a d 
MORSO RISO E ORIZOE 
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da cui segue 
I7()|=1, Vs e J. 
Questo significa che usando l’ascissa curvilinea il sostegno della curva viene 


percorso con “velocità” costante uguale a 1. 


Osservazione 10.29 Sia y : [a,b] — R un arco ... e sia s l’ascissa curvilinea 


definita dalla (10.11) con to = a; allora s(a) = 0 e s( = {} |yY(Mjdr = (9). 
Usando tale parametro per esprimere l’integrale i. di una funzione f, si 


h 
Di = [5 - [66 )de= [I f(r(t(8))) ds. ù 


La definizione precedente di ascissa curvilinea può essere estesa in modo ovvio 
alle curve regolari a tratti. 


Esempio 10.30 

Sia y: R — R? la curva 3(t) = (cost, sint, t) il cui sostegno è l’elica circolare 
(vedasi l’Esempio 8.8 vi)). Si ha [|y(t)]| = ||(- sint, cost, 1)|| = (sin? t + cos? t + 
1)!/2 — v2. Pertanto, scegliendo to = 0, abbiamo 


ug wora=v2 f dr=v%. 


Ne segue che £ = t(s) = Lg, con s € R e l’elica circolare può essere 
riparametrizzata mediante l’ascissa curvilinea come 


| | VI. VI v.) _ 
9I(s) = | cos —s,sin —s, —s | . D 


2 2 


10.4 Integrali di linea 
In questo paragrafo, introduciamo le nozioni di campo vettoriale e di integrale di li- 


nea, che permettono di tradurre in termini matematici concetti fisici fondamentali, 
quali ad esempio quelli di campo di forze e di lavoro di una forza. 


Definizione 10.31 Sia (2 un sottoinsieme non vuoto in RÎ, d = 2,3. Una 


funzione F : (2 + R° dicesi campo vettoriale in £2. 


Indichiamo con fi : + R, i= 1,...,d, le componenti di F, ossia scriviamo 
F= (fu... fa). Usando i versori i, j e k introdotti nel Paragrafo 8.2.2, possiamo 
anche scrivere FP = fiî + fog sed=2e F= fii+ foj+fsksed=3. 

Il concetto di integrale curvilineo può essere esteso ai campi vettoriali dando 
origine al concetto di integrale di linea. Precisamente sia y : [a,b] — R° un arco 
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regolare tale che il sostegno C = y([a, b]) sia contenuto in £2; in tal modo è definita 
su [a, b] la funzione composta Foy:t+ F(4(8)) a valori in R°. Supporremo che 
tale funzione sia continua, vale a dire che tutte le componenti f; (20) , definite su 
[a, b] a valori in R siano funzioni continue. Per ogni # € [a, b], indichiamo con 


_ VO 
70 = ol 


il versore tangente al sostegno dell’arco nel punto P(t) = (tf). La funzione 
scalare F, = F - r definita come 


F,(t)= (F-7)(0)=F(10) 70 
rappresenta la componente del campo F lungo il versore tangente al sostegno di 
yinP=9(t). 


Definizione 10.32 L’integrale di linea di F_ su y è l’integrale curvilineo 
su della funzione F,. Poniamo dunque 


[F.ap- [ IE 
JY JY 


Si osservi che l’integrale a secondo membro vale 


b b 
F,=|F.r=| F (6) | F ‘y(t) dt. 
, . i) 0) TO a J (06) 70 


Pertanto l’integrale di linea di F su y può essere espresso come 


(10.12) 


Il significato fisico è di particolare importanza. Se FF descrive un campo di forze 
applicato al sostegno della curva, l’integrale di linea rappresenta il lavoro com- 
piuto dalla forza F° nello spostamento lungo il sostegno dell’arco y. La seguente 
proposizione è la controparte della Proposizione 10.25 per gli integrali di linea. 


Proposizione 10.33 Sia 9 : [a,b] — R° un arco di curva regolare, di soste- 
gno C, e sia Fun campo vettoriale definito su C e tale che Foy sia continua. 
Allora si ha 


[.F-aP=- | F.dP e f.F-aP= [F- ap, 
9 ni; I Jò 


per ogni curva è equivalente a Y. 
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Da un punto di vista fisico la proposizione assicura che il lavoro di una forza 
cambia segno cambiando il verso di percorrenza del sostegno dell’arco; una volta 
scelto il verso, il lavoro dipende soltanto dal sostegno e non dal modo con cui esso 
viene percorso. 


Esempi 10.34 

i) Consideriamo il campo vettoriale piano F : R? — R? definito da F(x,9) = 
2 
Y 


y,x). Consideriamo poi l’ellisse Cai + # = 1 che parametrizziamo mediante 
p 9 4 


l’arco y : [0,27] + R?, y(t) = (3 cost, 2sint). Si ha F(Y(t)) = (2sint,3cost) e 
y'(t) = (-3sint,2cost). Allora 


2r 
[Ed | (2 sint,3 cost): (-3sint,2cost) dt 
Y 0 


27 2 
-0/ (-sin?6+ con? 1) di = 6 / (2c0s2t — 1) dt 
0 0 


2r 
=12f cos tdt — 127 = 0, 


0 
poiché, ricordando l’Esempio 9.9 ii), si ha 


2r 1 1 2r 
I. cos? t dt = (3t+oin2i =T. 
0 2 4 0 


Sia ora F : R3 — R? il campo vettoriale definito da F(1,y, 2) = (e,c€+y,y+ 
2) e sia y : [0,1] + R3 l’arco y(t) = (t,t2,t3). Abbiamo 

F((0)) = (e5,t+t2,t1°2+15) e y(6)=(1,2t,3t°). 
Pertanto 


1 
[aa] (et,t+t2,t2 +13) - (1,24,3t?) dt 
Y 0 


î t 2 3 4 5 19 
C [ef +2(6° +49) + 34° +0°)]di=e+—. 
Ù 15 


10.5 Esercizi 


1. Verificare la convergenza dei seguenti integrali impropri e calcolarne il valore: 
TRS 1 NERE x 
a —-—_—- dr b ——; da 
I, x°+3x +2 ) . (a +1)8 


c) | ZÒÙd fd 
—h ava? I VEle=9 
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2. Discutere la convergenza dei seguenti integrali impropri: 


+00 (i _ _ +00 1 
a) J St da b) . —_ de 
o xv o log°(2+e?) 


+00 +9 ] 
c) J re” da d) mei dr 
0 “Je Va? 


1/r — 2 n/2 

e) J SEZ dg nf z da 
0 0 

| 


sin 72 sing 


mr m -o2)l 
x— 7/2 da i (7 -x)loga 


1) da 
o V|log(1- sine)| 


| 0 


5 n 
È o cosTvsnz 


13. Studiare la convergenza dell’integrale 


+00 
———- dr 
2 (€2 +3)” 
al variare di n € N. Calcolarlo per il più piccolo valore per cui converge. 


4. Stabilire per quali valori di a € R convergono i seguenti integrali impropri: 
+00 mai + 
t 1 
2 / arctane jr b) si de 
se pie co 1r3 + 5x2 + 82 + 4[® 


c ——__-; dx ) TTT7FE53 AL 
\f x°(4+9x)? L lf (e - 2)vx — 3| 


(ba | 


| Determinare per quali valori di a € R converge l’integrale 


/ x(sin(a — 2))® d 


a -4 


TL 


e calcolarlo per a = 0. 


6. Studiare la convergenza dei seguenti integrali impropri: 


+00 +00 € _1- si 
a) i (log(x + 1) — logx) dx b) J A dx 
0 


Te -1- sinma 


x 


} I MR Of d 
Cc ( 
J Va —-2 ea J sina — (r + x?)log(e + x) di 


I 


. Calcolare l’integrale curvilineo della funzione 


2°(1+ 89) 
/1+y+ 4x2y 


sull’arco Y definito da y(t) = (t,t?,logt), t € [1,2]. 


Lady) n 
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8. Calcolare l'integrale curvilineo della funzione f(x,y) = x sull’arco chiuso e 
semplice y il cui sostegno è l’unione dell'arco di parabola di equazione y = 
4- x? percorso da A = (-2,0) a C = (2,0) e dell’arco di circonferenza di 
equazione x? + y? = 4 di estremi C' e A. 


[9.1 Calcolare l’integrale curvilineo della funzione f(x,y) = x + y sull’arco chiuso 
e semplice y il cui sostegno, contenuto nel primo quadrante, è l'unione del 
segmento di estremi O = (0,0) e A = (1,0), dell’arco di ellisse di equazione 
4x? + y2 = 4 di estremi A e B = (2, v2) e del segmento che unisce B 
all’origine. 


10. Calcolare l’integrale curvilineo della funzione f(x,y) = in sull’arco 
a+y2 +1 
chiuso e semplice y il cui sostegno è l’unione del segmento di estremi l’origine 
e il punto A = (V/2,0), dell’arco di cerchio di equazione x? + y? = 2 di estremi 
A e B = (1,1) e del segmento che unisce B all’origine. 


11. Calcolare l’integrale di linea del campo F(x,y) = (x?,xy) sull’arco y(t) = 
(t2,t), t € [0,1]. 


12. Calcolare l’integrale di linea del campo F(x,y,z) = (2,y,2x) sull'arco y(t) = 
(t,t2,t3), t e [0,1]. 


13. Calcolare l’integrale di linea del campo F(x,y, 2) = (2Vz, 2, y) sull'arco y(t) = 
(— sint, cost, t?), t € [0, E]. 


ld. Calcolare l’integrale di linea del campo F(x,y) = (xy?, x°y) sull’arco semplice 
il cui sostegno è formato dai tre segmenti consecutivi di estremi A = (0,1), 
B= (1,1), C = (0,2) e D = (1,2). 


15. Calcolare l'integrale di linea del campo F(x,y) = (0,y) sull’arco chiuso e 
semplice il cui sostegno è l’unione del segmento di estremi l’origine e A = (1,0), 
dell’arco di circonferenza di equazione x° +y? = 1 di estremi A e B = (2, 32) 


e del segmento che unisce B all’origine. 


10.5.1 Soluzioni 


| Ver mMca di convergenza e calcolo di Integrali Mpropri: 
a) ; \ 1 
a) log2; b}3. 
NY . i _ 1 ia i = x RS 
c) La funzione integranda f(x) = sv a Don È limitata ina =0einx=2.Il 
punto rx = 0 è esterno all’intervallo di integrazione e quindi non lo prendiamo 
in considerazione. Possiamo pertanto suddividere l’integrale come 
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+00 3 +00 
1 1 1 
——- dr = dx 4 
2 aV/a —-2 9g rxV/a-2 3 arVax-2 


Osserviamo che per x > 2*, f(x) — DICRENIEI e dunque l’ordine di infini- 


der = S1+52. 


to della funzione è 1 < 1. Pertanto, per il Criterio del confronto asintotico 
10.18, l’integrale S; converge. Per verificare la convergenza di 59, studiamo il 


comportamento di f per x —> +00. Si ha 


1 1 


fee gr gni Oto. 


Dunque per Criterio del confronto asintotico 10.10 anche 5, converge. 
Per calcolare l’integrale, poniamo t? = x — 2, da cui 2tdt = de e x = #? +2. 


Quindi 
> 2 t|t0__ v2 
s= sr3 W= Gr arctan | = 
/ PY3 a: o” 


d) La funzione integranda è infinita per x = 0 e x = 4. Quest'ultimo punto non 
appartiene all’intervallo di integrazione. In x = 0, si ha 


1 
4Vel 


quindi l’integrale converge per Criterio del confronto asintotico 10.18 applicato 
ai due integrali 


à 1 li 1 
s=/ Aia e = f VII PO aa 


f@)v- 


per x 0, 


Per calcolare 51, poniamo t? = —x da cui 2tdt = — dx e x--4= —t? 4. Allora 
1 
2 tl 1 
S1= J PFA dt = — arctan 3” arctan 3° 
Analogamente, ponendo #° = « si ha 
1 1 1 
2 1 1 1 1 t-2 1 1 
So = dt = dt = - |l =] . 
; "| 2-4 sl (+; 3) 3 [ce|3|], 3g 


Dunque S= S1 + S9 = — (arctan } + 3 log 3). 
2. Studio della convergenza di integrali impropri: 
al Converge. 


b) La funzione f(2) = we è definita su tutto R in quanto 2 + e® > 2, 


Va € R. Quindi è sufficiente studiarne il comportamento per x — +00. Si ha 
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log(2 + e”) = loge”(1+2e 7”) = x +log(1+2e “), 


quindi 
1 1 


als (x + log(1 + 2e7£))? Ca’ 


Dunque l’integrale converge per il Criterio del confronto asintotico 10.10. 


io Sia d©. 0) 


Converge. 
Nell’intervallo di integrazione la funzione integranda è limitata. Inoltre 


log ù, 1 
7 = /x2° 


Dunque, per il Criterio del confronto 10.5, l’integrale diverge. 


Vr > e. 


Converge; f) Converge. 


La funzione integranda non è definita per x = 0, x = 3 e x = 7. Osserviamo 


x 


che per x = 5, la funzione è prolungabile per continuità a —-1 in quanto, 


ponendo t = x — 3, risulta 


T . | T 
cosr = cos(t + 3) =- sint =- sin(x — o) 
e dunque 
a- 3 T 
2 
qa)= —— == n 1, r->-. 
/a) cosxavsina 
Quindi l’integrale in x = 3 non è improprio. Inoltre 
o TT = 

r- 0%; f(a) LOT. 


2a = a’ 


Quindi l’integrale converge per il Criterio del confronto asintotico 10.18. 


: La funzione integranda non è definita per r = 0,x=T ex =. Perx + 0°, 


risulta 
Tloga Tloga 


fe“ Tag ga ” Va 


La funzione non ha ordine di infinito rispetto all’infinito campione 1; tuttavia 


essa è sicuramente un infinito di ordine inferiore ad ogni potenza È con 1 < 
a < 1, in quanto il logaritmo è un infinito di ordine inferiore a una qualunque 
potenza L con q > 0, per x — 0*. Pertanto, per il Criterio del confronto 
asintotico 10.18, l’integrale in 0 converge. 

Per x — 3, la funzione tende a 0; dunque in x = 3 l'integrale non è improprio. 


Per x —> 77, si ha 


(log 7)(7 — x) x (log 7)(7 — x) 
llog(1+sin(x — 7))|!/2 |sin(a — r)|!/2 


Pi ae = (logm)(r — 2)!!? 


e quindi, ancora, l’integrale in x = 7 non è improprio in quanto la funzione 
tende a 0. In definitiva, l’integrale assegnato converge. 
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3. Osserviamo che la funzione è definita su tutto R e 
fa)o — = -—- Td -+ +00. 


Pertanto l’integrale converge se n — 1 > 1 ossia per n > 2. Dunque il più piccolo 
valore di n per cui si ha convergenza è n = 3. Calcoliamo quindi l’integrale 


+00 x 
SS pad 
2 V(a2+3)3 


Ponendo t = x? + 3, si ha dt = 2xdz, da cui si ottiene 


921 [rara 
24 VIT 


. Intervallo di convergenza di integrali impropri: 


a) a € (1,2). 
») Osserviamo che x9-+5x?+8r+4= (x+2)?(x+1); pertanto dobbiamo studiare 
il comportamento della funzione per x + 00, x + —-2 ex + 1. Risulta 


1 
Se) pa: x + +00; 
1 
fe) Tape: x+-2; 
1 
fac TH: xr_-1. 


Per avere convergenza, si devono quindi imporre le condizioni 8a > 1, 2a < 1 
e a < 1. Pertanto deve essere a € (3, 3). 

cl a € (—1,1). 

d) La funzione integranda non è limitata per r = 2 e x = 3. Osserviamo che 


1 

fa) © Ga: r + +00, 
1 

fallo zz: r_-2, 


q)o 5, 
{= gna 
Dunque non vi sono problemi di convergenza per x + +00 oppure x — 3; 


mentre se x = 2 è incluso nell’intervallo di integrazione, l’integrale diverge. 
Pertanto dovrà essere a > 2. 


5a>-3eS=v5. 
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6. Studio della convergenza di integrali impropri: 


a) Diverge; ») Converge. 


c) Nell'intervallo (2, +00), la funzione non è limitata in @ = 2. La funzione 


x-2 1 
l x lo 2); 
og ve 3-2) 
è un infinito di ordine inferiore a qualsiasi potenza positiva di 3 per x > 21. 
1 


Pertanto f è un infinito di ordine inferiore a ci ogni a > 0). 


Tale ordine, per un’opportuna scelta di a (ad esempio a = 3) è minore di 1 e 
quindi l’integrale converge in x = 2. 
Per x —> +cc, si ha 


le ale ngi 
El 6 c+1 c+1 a’ 
e, dunque, 
Mein so 
a) pia” «a adi 


In definitiva, l’integrale converge. 


} Esaminiamo il comportamento della funzione integranda in x = 0. Si ha 
sing - (r+°)log(le+x)=x+0(x?)-(x+?) (1 + log (1 + 2)) 
; 1 
=-r°+0(x°)- (2 +) (È+0(2)) =- (14 3 x+0(x?), x-0 


e quindi 
1 
flaln-—--, r_-0. 
(2) (1+1)r 
Dunque l’integrale diverge per x = 0. 
Non è necessario studiare il comportamento per x + +0c0 (anche se non è 
difficile verificare che pure in questo caso si ha divergenza) per concludere che 


l'integrale assegnato diverge. 
T. Poiché per t € [1,2], si ha 
1 


i: 


t2(1+8t2) 


f(10) = WEtEZZÀ Y(0)= (1,24, 


risulta 


t2(1 2 
ue, - { FOO, A i eprdiùe fi (1+ 80) ae = È 
Tai 2° 
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9. Calcoliamo dapprima le coordinate del punto B appartenente al primo quadran- 
te e punto di intersezione tra la retta y = 2x e l’ellisse 4x2 + y? = 4. Si ottiene 
facilmente B = (E. v2). Osserviamo che l’arco regolare a tratti y può essere 
suddiviso nei tre archi regolari Y,, Yg e Yx i cui sostegni sono rispettivamente il 
segmento OA, l’arco di ellisse AB e il segmento BO. È possibile definire archi 
6, do e é3 congruenti rispettivamente a Y], Ya € Y3, nel modo seguente 


d1(t) = (£,0) O0<t<1, 6=9, 
8(t) = (cost,2sint) 0<t<T: daria, 
651) = (1,21) o<i<Y,  dancn, 
per cui 
FILI 
Poiché 
Hb), f(d2(t)) = cost +2sint, F(63(0)) = 38, 
(0); d;(t) = (-sint,2cost), d;(4) = (1,2), 
la )i=1, = 1620|=vsin?t+4cost,  [63()]} = v5, 
si ha 


v2/2 


1 T/A 
dEi tat+ / (cost + 2sint) sint + Ao tdt+ f 3V/5t dt 
JY Jo 0 0 


JA n/A 
+- CS I costvi = ssin'tat +2 f sintVv1+3cos? tdi 
0 


1 
2 
1 
3a hh, 


Per calcolare I, poniamo u = V3sint, da cui du = V3 cost dt, e otteniamo 


v6/2 

1 

Ill=—- VA u? du. 
: GI, 


Eseguendo la sostituzione v = $ e ricordando l’Esempio 9.13 vi), si ha 


v6/2 

1 [1 U V5 2 v6 
I=-—|-uv4-u? +2 sin — = — + in — . 
1 73 ha u nresin | 7 gi 1 


Analogamente, per calcolare I si pone u = V3 cost, da cui du = — V3sintdt e 
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Utilizzando l’Esempio 9.13 v), risulta 


nd 


In definitiva 


v6/2 
1 1 5) 1 vI10— v6 
uV1l+u? log| VI +? - ul = A log ve. 
2 2 , DET 2 


ki p. V6 1 V10— v6 
fe 4 =V84 arcsin + log ; 
, 22 vV3 4 V3 2 


10. 2arctan 2 + L(v2 — 1)m. 
11. Poiché F(Y(t)) = (t4,t3) e y'(t) = (2t, 1), si ha 


vi 1 
fF.a=| (4,8). (24,1)dt= f (8+48)ae= L. 
JY 0 (0) 12 


mi. i: 

4 4 
ld. L’arco regolare a tratti y può essere ristretto ai tre archi regolari y1, Ya € 93 È 
cui sostegni sono rispettivamente i tre segmenti AB, BC e CD. È possibile definire 


archi 61, d2 e é3 congruenti rispettivamente a Y1, Yg € Yg; nel modo seguente 


di (t) = (t,1) O<t<1, dv 
do(t) = (t,2- t) O0<t<1, da 99; 
d3(t) = (1,2) O0<t<1, 03° Y3, 
Poiché 
F(61(t)) =(t,t°), F(6020))=(t(2-t),t2(2-1)), ii )) = (46,242) 
di (4) si (1,0), o(t) “ (L=), dg (t )= (1, O); 
si ha 


{E aP= [ Fab- |, P-aP+ | P-dP 


fa i ama f (t(2-4)?,t2(2-t)) -(1,-1)dt 
0 


(0) 


1 
+/ (4t,2t) -(1,0)dt=2. 
0 
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Equazioni differenziali ordinarie 


Molti fenomeni della Fisica, dell’Ingegneria o delle altre Scienze applicate possono 
essere descritti attraverso un modello matematico, costituito da una o più relazio- 
ni che legano tra loro una funzione incognita e certe sue derivate. Ad esempio, 
un moto rettilineo uniformemente accelerato è caratterizzato dalla condizione di 
accelerazione costante, e dunque può essere rappresentato da una relazione del 
tipo 


de: Ii (11.1) 


dove s = s(t) indica lo spostamento in funzione del tempo # e g è l’accelerazione. 
Il decadimento di una sostanza radioattiva è tale per cui il tasso con cui essa si de- 
compone è proporzionale in ogni istante alla quantità di sostanza stessa; pertanto, 
possiamo scrivere che $ 
Y 
DE ky, (11.2) 

dove y = y(t) indica la quantità della sostanza radioattiva e & > 0 è una costante 
di proporzionalità. Le relazioni precedenti sono esempi di equazioni differenziali. 

Questo capitolo costituisce una prima introduzione allo studio di alcune classi 
di equazioni differenziali. Non è nostra intenzione fornire una trattazione esaustiva 
della materia; ci limiteremo ad illustrare alcuni concetti di base e a dettagliare 
qualche metodo di risoluzione per famiglie di equazioni differenziali (del primo e 
del secondo ordine) particolarmente significative. 


11.1 Definizioni generali 
Per equazione differenziale ordinaria intendiamo una relazione tra una varia- 


bile indipendente reale (che indicheremo con 2), una funzione incognita y = y(x) 
e le sue derivate y) fino ad un certo ordine n. Tale relazione verrà scritta come 


(11.3) 
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dove 7 è una funzione reale di n + 2 variabili reali. Diremo che l’equazione diffe- 
renziale è di ordine n, se n è l’ordine più alto delle derivate di y che intervengono 
nella (11.3). Per soluzione (in senso classico) dell'equazione differenziale in un 
intervallo I della retta reale, intendiamo una funzione y : / + R, derivabile n 
volte in /, tale che valga la relazione 


per ogni x € I. 


Spesso è possibile esplicitare nella (11.3) la derivata di ordine massimo yl in 
funzione di x e delle derivate di ordine inferiore (in diverse applicazioni, questo 
è anzi il modo con cui si scrive originariamente l’equazione differenziale). In tal 
caso, possiamo scrivere la (11.3) nella forma 


(11.4) 


dove f è una funzione reale di n + 1 variabili reali. Diremo allora che l'equazione 
differenziale è in forma normale. La definizione di soluzione si modifica in modo 
ovvio nel caso in cui l'equazione sia in forma normale. 

Infine, diremo che una equazione differenziale è autonoma se la 7 (o la f) 
non dipendono dalla variabile indipendente x. Le equazioni (11.1) e (11.2) sono 
esempi di equazioni differenziali in forma normale, autonome, rispettivamente del 
secondo e del primo ordine. 

Nel seguito, limiteremo il nostro studio al caso delle equazioni differenziali del 
primo ordine, in forma normale, e a una classe particolarmente importante di 
equazioni del secondo ordine. 


11.2 Equazioni del primo ordine 


Sia f una funzione reale definita in una regione del piano R?. Una soluzione 
dell’equazione differenziale 


y' = f(x,9) (11.5) 


in un intervallo I della retta reale è dunque una funzione y = y(x) derivabile in / 
e tale che y/(x) = f(x,y(x)) in ogni x € I. Il grafico di ogni soluzione della (11.5) 
dicesi curva integrale dell'equazione differenziale. 

La relazione (11.5) ammette una importante interpretazione geometrica: essa 
dice infatti che in ogni punto (x,y) del piano in cui la f sia definita, il valore 
f(x,y) rappresenta il coefficiente angolare della retta tangente alla curva integra- 
le passante per (x,y) (ammesso che tale curva esista). L'equazione differenziale 
definisce quindi un campo di direzioni nel piano (vedasi la Figura 11.1). 


Osservazione 11.1 Se, partendo da un punto (x,y) = (0,%o0), ci muoviamo 
per un piccolo tratto lungo la retta passante per (x0,%0) di coefficiente angolare 
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Figura 11.1. Campo di direzioni dell'equazione differenziale y = (1 + x)y + x? 


f(x0, Yo), perveniamo in un nuovo punto (x1,Y%1) che sarà prossimo alla curva 
integrale passante per (0, Yo), in quanto ci siamo spostati lungo la tangente alla 
curva stessa. Ripartendo da (21,71) e ripetendo più volte il procedimento, possiamo 
costruire una spezzata che approssimerà la curva integrale che esce dal punto 
iniziale (0,y0). Questo metodo (detto metodo di Eulero esplicito) è l’esempio 
più semplice di come si possa approssimare numericamente una soluzione di una 
equazione differenziale, allorquando essa non possa essere determinata con metodi 
analitici. Rimandiamo lo sviluppo di tali metodi al corso di Calcolo Numerico. © 


La risoluzione dell'equazione (11.5) generalizza il problema della ricerca delle 
primitive di una funzione assegnata. Infatti, se la funzione f non dipende da y ma 
soltanto da x, allora la (11.5) diventa 


y = f(2); (11.6) 


supponendo f continua in /, le soluzioni di tale equazione sono tutte e sole le 
primitive di f in /. Esse si scriveranno dunque come y(x) = F(x) + C, dove F 
denota una particolare primitiva di f e C' è una costante arbitraria. Ciò mostra 
che, almeno nel caso particolare in cui f non dipenda da y, l'equazione (11.5) 
ammette infinite soluzioni distinte, le quali dipendono da una costante arbitraria 
di integrazione. Le curve integrali sono ottenute l’una dall’altra per traslazione 
verticale. 

In realtà, il caso particolare (11.6) riveste fondamentale importanza, in quanto 
in molti casi di interesse la risoluzione dell’equazione (11.5) viene ricondotta, me- 
diante opportune trasformazioni, alla ricerca delle primitive di una o più funzioni 
note. Inoltre, sotto ipotesi piuttosto generali, è possibile dimostrare che l’equa- 
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zione (11.5) ammette sempre un'infinità di soluzioni distinte, dipendenti da una 
costante arbitraria C. Scriveremo dunque le soluzioni nella forma 


y=y(x;C) (11.7) 


con C' variabile in R (o in un intervallo di R). L'espressione (11.7) si dirà l’integrale 
generale dell’equazione differenziale (11.5), mentre una qualunque delle soluzioni, 
corrispondente alla scelta di un valore per la costante C, si dirà un integrale 
particolare. 


Esempio 11.2 

Risolvere l'equazione 

y=v (11.8) 
equivale a cercare tutte le funzioni che coincidono con la loro derivata prima. Già 
abbiamo osservato che la funzione esponenziale y(x) = e© gode di questa impor- 
tante proprietà. Per la proprietà di linearità della derivata, anche ogni funzione 
y(x) = Ce”, con C' € R, coincide con la sua derivata. Più avanti dimostreremo 
che non vi sono altre funzioni aventi tale proprietà, e quindi possiamo concludere 
che tutte le soluzioni della (11.8) sono espresse dalla relazione 


y(a;C) = Ce”, CER. 
Le curve integrali di tale equazione sono rappresentate nella Figura 11.2. L 
Per selezionare un integrale particolare dell’equazione differenziale (11.5), bi- 


sogna dunque prescrivere una condizione che si traduca nella determinazione della 
costante arbitraria di integrazione C. Un modo assai frequente per fare ciò è quello 


Figura 11.2. Curve integrali dell’equazione differenziale y' = y 
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di prescrivere il valore della soluzione dell’equazione differenziale in corrisponden- 
za di un valore fissato della variabile indipendente x. In altri termini, si richiederà 
che y(x0; C) = Yo; dove ro e yo sono assegnati. Geometricamente, ciò equivale a 
richiedere il passaggio della curva integrale cercata per il punto del piano di coor- 
dinate (20, yo). Quando si determina in questo modo l’integrale particolare di una 
equazione differenziale, si dice che si risolve un problema di Cauchy. Precisamente, 
un problema di Cauchy, o problema ai valori iniziali, per l'equazione (11.5) 
in un intervallo I consiste nel fissare un punto xo € / e un valore yo € R e nel 
determinare una funzione derivabile y = y(x) tale che 


y(to) = Yo. 


Il riferimento ai “valori iniziali” è dovuto al fatto che spesso il problema (11.9) 
modellizza l’evoluzione temporale di un sistema fisico, il quale all’istante xo in cui 
inizia la simulazione matematica si trova nella configurazione yo. 


Esempio 11.3 
La soluzione del problema di Cauchy 
na in 1 = [0, +00), 
y(0) = 2, 
è data dalla funzione y(x) = 2e”. 


Osservazione 11,4 L’assegnazione di un problema di Cauchy, ancorché molto 
comune, non è l’unico modo per determinare una soluzione particolare di una 
equazione differenziale. Ad esempio, possiamo porre il seguente problema: Trovare 
la soluzione dell’equazione differenziale y' = y che ha media integrale uguale a 1 
nell’intervallo I = [0,2]. Sappiamo che l’integrale generale dell’equazione data è 
y = Ce”; imponendo la condizione 


si ottiene facilmente C = 2. 


Osservazione 11.5 Ritorniamo per un istante alle equazioni differenziali di or- 
dine n qualunque. Sotto opportune ipotesi, è possibile dimostrare che l’integrale 
generale di una tale equazione dipende da n costanti di integrazione, ossia ha la 


forma 
Yi y(a; Ci, Ca, DLE) Cn) 


con C4 (k = 1,2,...,n) costanti arbitrarie reali. Il problema di Cauchy consiste 
nell’assegnare i valori di y e delle sue prime n — 1 derivate in un punto xo € /, vale 
a dire 
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y9 = f(&,y,.,4072) ini, 

y(do) = Yoo; 

y' (20) = Yo1, 

YI (20) = one 
dove Yo0, Y01; +-+: Yo,n-1 Sono n numeri reali assegnati. Ad esempio, il moto uni- 
formemente accelerato descritto dall’equazione (11.1) è univocamente determina- 


to dall’assegnazione della posizione iniziale s(0) e della velocità iniziale 5’(0) del 
punto materiale in movimento. 


In alternativa al problema di Cauchy, è possibile determinare univocamente la 
soluzione di una equazione differenziale di ordine superiore al primo imponendo 
il valore della soluzione (e/o di certe sue derivate) agli estremi dell’intervallo di 
integrazione. Si parla in questo caso di problema ai valori al contorno. Ad 
esempio, il problema ai valori al contorno del secondo ordine 


{ y' = ksiny nell'intervallo (a, b), 
y(a) = 0, y(b) = 0 


modellizza la deviazione dalla posizione di riposo di una sbarra elastica sottile 
sottoposta ad un carico di punta. ] 


Nel seguito, studieremo tre casi notevoli di equazioni differenziali del primo 
ordine che si riducono facilmente alla determinazione di una o più primitive. 


11.2.1 Equazioni a variabili separabili 


Tali equazioni sono del tipo 


y = g(x)h(y), (11.10) 


dove g è una funzione continua della variabile x e f è una funzione continua della 
variabile y. In altri termini, la funzione f(x, y) è il prodotto di una funzione della 
sola x e di una funzione della sola y. 

Se y € R è uno zero di A, ossia se h(7) = 0, allora la funzione costante y(x) = 7 
è un integrale particolare della (11.10), perché l’equazione diventa 0 = 0. Dunque, 
un’equazione a variabili separabili ha innanzitutto tanti integrali particolari del 
tipo y(x) = costante quanti sono gli zeri distinti di h. Tali integrali si dicono 
integrali singolari dell'equazione. 

In ogni intervallo J in cui la funzione k(y) non si annulla, possiamo scrivere la 
(11.10) come 

md glo). 
(y) de 


: sco g_L ; 
Sia H(y) una primitiva di SO) (rispetto alla variabile y). Ricordando la formula 
Y 


di derivazione di una funzione composta (Teorema 6.7), abbiamo 


11.2 Equazioni del primo ordine 409 


_ dHdy _ 1 dyl 
dr (©) dy de h(y)da 97) 


e dunque H(y(x)) è una primitiva di g(x). Pertanto, se G(x) è una qualunque 
primitiva di g(x), si avrà 


(11.11) 


1 dH 
Siccome per ipotesi nell’intervallo J la funzione —— = -—— non si annulla, e 


h(y) dy 


quindi essendo continua non cambia di segno, la funzione H(y) sarà strettamente 
monotona e dunque invertibile in J (Teorema 2.8). Pertanto, si potrà esplicitare 
la y(x) nella (11.11), ottenendo 


(11.12) 


dove H7! indica la funzione inversa di H. Tale espressione rappresenta l’integrale 
generale dell’equazione (11.10) in ogni intervallo in cui la funzione h(y(x)) non si 
annulla. Si noti tuttavia che nei casi in cui non sia possibile determinare esplici- 
tamente l’espressione analitica della funzione inversa di H7(y), la formula (11.12) 
ha solo valore teorico. In tali casi, ci si limiterà a fornire l’espressione implicita 
(11.11) dell’integrale generale. 

Se l'equazione a variabili separabili (11.10) ammette integrali singolari, essi 
possono o meno rientrare nell’espressione (11.12) per opportuni valori della co- 
stante C. Talvolta, alcuni integrali singolari possono essere ottenuti formalmente 
dalla (11.12) facendo tendere C' a too. 

Osserviamo che è possibile arrivare alla formula (11.11) in maniera formale e 


mnemonica, interpretando la derivata di come un ‘quoziente’, secondo la nota- 
x 


zione di Leibniz. Infatti, dividendo la (11.10) per f(y) e ‘moltiplicando’ per dx, 
otteniamo 


da cui, integrando, si ha 


/ DT - fs), 


che corrisponde precisamente alla (11.11). Non si dimentichi tuttavia che la 
dimostrazione rigorosa di tale formula è quella che abbiamo dato sopra! 


Esempi 11.6 


ì} Si voglia risolvere l’equazione y' = y(1— y). Abbiamo g(r) = 1 e h(y) = 
y(1-y). Gli zeri di 4 danno luogo ai due integrali singolari y1(x) = 0 e y2(7) = 1. 
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Supponendo poi h(y) diverso da 0, possiamo scrivere l’equazione differenziale 


come 
dy N) 
—_—-= | dx, 
/ Di=%) 


da cui, integrando a sinistra rispetto a y e a destra rispetto a x, otteniamo 


log Ta =X+C 
Passando agli esponenziali, abbiamo 
L_|=ett0- ke”, 
Ly 
dove k = e è una qualunque costante > 0. Pertanto 
nu = tke® = Ke®, 
Lg 


dove K è una qualunque costante diversa da 0. Ricavando y in funzione di x, 
abbiamo 
____Ke® 
ya) = 14 Ket' 
Si noti che l’integrale singolare y1(x) = 0 rientra in questa formula dando a K il 
valore zero, che era escluso dalla deduzione precedente. Invece, l’altro integrale 
singolare y2(x) = 1 si ottiene formalmente facendo tendere K all’infinito. 


ll] Si consideri l’equazione differenziale 


ene 


Essa ammette l’integrale singolare di = 0. Separando le variabili, abbiamo 


80 fa, 


da cui si ottiene 


ossia 
x 2 
y(2) = (3+0) i der 
avendo sostituito C'/2 con C. 


ll Consideriamo l’equazione differenziale 


i_ e +1 
ì «BE 
Si ha g(a) = e? +1, A(y) = Li > 0 per ogni valore di y, dunque non vi sono 


integrali singolari. Separando le variabili, otteniamo 
fe +1)dy = fe +1)dx, 
da cui 
e+y=e"+r+C, CER. 


In tal caso, non è possibile esplicitare y in funzione di x. 
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11.2.2 Equazioni lineari 
Tali equazioni sono del tipo 


(11.13) 


con a e b funzioni continue su I. In tal caso, la funzione f(x,4) = —a(x)y + b(x) 
è un polinomio di primo grado in y, a coefficienti dipendenti da x. L'equazione si 
dice omogenea se b(r) = 0, non omogenea diversamente. 

Risolviamo innanzitutto l'equazione omogenea, che scriviamo come 


y' = —a(x)y. (11.14) 
Essa è una particolare equazione a variabili separabili, in cui, facendo riferimento 
alla (11.10), si ha g(x) = —a(x) e h(y) = y. Una soluzione è la funzione costante 


y(x) = 0. Altrimenti, separando le variabili, otteniamo 


fiu-- fe 


Se A(x) indica una primitiva di a(x), cioè se 
falear= Am) +0 C'e R, (11.15) 


abbiamo allora 
vale a dire 


e dunque 


y(a) = +Ke 4), 
avendo posto K = e“ > 0. Notiamo poi che la soluzione particolare y(x) = 0 è 
contenuta nella formula precedente se ammettiamo che K possa assumere anche il 


valore 0. Pertanto, tutte le soluzioni dell’equazione lineare omogenea (11.14) sono 
rappresentate dalla formula 


y(x) = Ke 4), KeR, 


ove A(x) è definita dalla (11.15). 
Passiamo ora all’equazione non omogenea. Applichiamo il cosiddetto metodo 
di variazione delle costanti, che consiste nel cercare la soluzione nella forma 


y(x) = K(x)e 40, 


dove ora K(x) è una funzione della variabile x, da determinarsi. Tale rappresen- 
tazione di y(x) è sempre possibile, essendo e 4) > 0. Sostituendo nell’equazione 
(11.13), otteniamo 
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K'(2)e 4 + K(2)e 4 (- a(x)) + a(a) K(x)e 4) = b(a), 


ossia 
K'(x) = e40)b(x). 


Detta B(x) una primitiva della funzione e4©)b(x), cioè 
i ex) de = B(x)+C, CER, (11.16) 
abbiamo quindi 


K(x)= B(x)+C, 


e dunque la soluzione generale della (11.13) risulta essere 


y() =e 4 (B(x)+C), (11.17) 


con A(x) e B(x) definite rispettivamente nelle (11.15) e (11.16). Essa viene talvolta 
scritta nella forma più espressiva 


y(a)=eS@)dx / ef *@)d2 b(2) de, (11.18) 


che mette in luce i passi da compiere per risolvere un’equazione lineare non 
omogenea: si devono determinare in successione due primitive. 
Se si deve risolvere il problema di Cauchy 


{ y +a(x)y= b(x) nell’intervallo I, (11.19) 


y(%0) = vo, con zo € I e wo ER, 
può essere conveniente scegliere come primitiva di a(x) quella che si annulla in xo, 
che in base al Teorema fondamentale del calcolo integrale rappresentiamo come 

LT 
A(x) = a(s) ds; possiamo operare analogamente per B(x), definendo 
To 


B(x)= J eleo (9) ds b(t) dt 
co 


(si ricordi che le variabili di integrazione sotto segno di integrale definito sono 
mute). Usando queste espressioni per A(x) e B(x) nella (11.17), ricaviamo y(x0) = 
C e quindi la soluzione del problema di Cauchy (11.19) sarà quella per cui C' = yo, 
cioè precisamente 


2 Se t 
y(x) =e” tp a(s) ds (10 ut 1: elsa a(s) ds b(4) de) (11.20) 
To 
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Esempi 11.7 

i) Si voglia determinare l’integrale generale dell’equazione lineare 

y +ay=b, 
dove a # 0 e d sono costanti reali. Scegliendo A(x) = ax e B(x) = ta , si 
ottiene l’integrale generale 
ua) = 00 +Ì 

Notiamo che se a = -—1 e d = 0, la formula precedente mostra che tutte le 
soluzioni dell'equazione y' = y sono della forma y(x) = Ce?. 

Se invece si vuole risolvere il problema di Cauchy 

y+ay=b in[1,+00), 
{ y(1) = Yo 


conviene scegliere A(x) = a(x — 1) e B(x) = "i (ese) - 1), ottenendo 


b b 
y(@) = (1 = 2) Pe 
a a 


Si noti che se a > 0, la soluzione tende al valore — (indipendente dal dato iniziale 
a 

Yo) per x + +00. 
lì] Si vogliano determinare le curve integrali dell'equazione differenziale 

ay +y=2° 
che giacciono nel primo quadrante del piano (x,y). L’equazione si scrive nella 
forma (11.13) come 

, 1 
y+y=3%, 


A(2) — A(®) _ 


dunque a(x) = i, b(x) = x. Scegliendo A(x) = log 2, si ha e =rede 


i; conseguentemente, 
feta) de = e da = 32° +0. 
Ne segue che, per x > 0, l’integrale generale dell'equazione è 
y(2) = 2 (52°+0) Seen 


Se C > 0, si ha y(x) > 0 per ogni x > 0, mentre se C < 0 si ha y(x) > 0 per 
x > &3|CI. O 


11.2.3 Equazioni omogenee 


Tali equazioni sono del tipo 


y=e (2) (11.21) 
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dove g = (2) è una funzione continua della variabile z. Dunque, la funzione f(x, y) 

dipende da x e y soltanto attraverso il loro rapporto 2. in forma equivalente, si 
x 

può dire che f(Az,Ay) = f(x,y) per ogni A > 0. 


Un’equazione omogenea si riconduce ad un’equazione a variabili separabili me- 


diante la ovvia sostituzione 2 = 2. da intendersi come z(x) = ue) Si ha dunque 
a x 


y(a) = az(x) e y(x) = 2(x) + x2/(x). Sostituendo nella (11.21), si ottiene 


MCOLTI 
vi 
che è appunto un'equazione a variabili separabili nell’incognita z. Possiamo per- 
tanto applicare la tecnica risolutiva discussa nel Paragrafo 11.2.1. Ogni soluzione 
dell'equazione £(z) = 2 dà luogo a un integrale singolare 2(x) = 2, cioè y(x) = zx. 
Supponendo invece £(z) diverso da 2, otteniamo 


da cui 


H(z) = log|e|+C, 


dove H(z) indica una primitiva di . Indicando con H7! l’inversa di H, 


A 
g(z)- 2 
z(x) = H‘(logle|+C), 


e dunque, tornando alla incognita y, l'integrale generale della (11.21) sarà 


avremo 


Esempio 11.8 


Si voglia risolvere l'equazione 

ey = + xy +22. (11.22) 
Riscrivendola in forma normale, si ha 

2 
y de (2) + y +1, 
x x 
che è un’equazione omogenea, con (2) = 22 + 2 + 1. Eseguendo la sostituzione 
y = x2, sì ottiene l’equazione a variabili separabili 
dai ù: 
x 

Non vi sono integrali singolari, perché 2? + 1 è sempre positivo. Integrando per 
separazione di variabili, si ha 


arctan = logla| +C 
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e pertanto l'integrale generale della (11.22) risulta 
y(x) = x tan(log|a| +C). 
Si noti che la costante C' può essere scelta indipendentemente in (—-00,0) e in 


(0, +00), a causa della singolarità in x = 0. Si noti altresì che il dominio di ogni 
soluzione dipende dal valore della costante C. C 


11.2.4 Equazioni del secondo ordine riconducibili al primo 


Se in un’equazione differenziale del secondo ordine non compare esplicitamente la 
variabile dipendente non derivata, cioè se l'equazione è del tipo 


y' = f(y',2), (11.23) 
allora la sostituzione 2 = y/ conduce all’equazione del primo ordine 


2' = f(z,2) 
nell’incognita z = 2(2). Se tale equazione è risolubile e se (x; C1) ne indica 
l’integrale generale, otterremo tutte le soluzioni della (11.23) risolvendo l'equazione 
YUE, 


ossia calcolando tutte le primitive di z(x;C1); ciò introdurrà una nuova costante 
di integrazione Co. L’integrale generale dell'equazione (11.23) ha dunque la forma 


y(x;C1,C9) = VEGA = Z(x;C1)+C2, 


dove Z(x; C1) indica una particolare primitiva di 2(x; C1). 


Esempio 11.9 
Si voglia risolvere l'equazione del secondo ordine 
_" 1\2 
y-(yY=1 
Ponendo z = y' otteniamo l'equazione del primo ordine a variabili separabili 
2=241, 
il cui integrale generale è dato da arctan 2 = x + Ci, vale a dire 
z(e,C1) = tan(x + C1). 


Integrando ulteriormente, abbiamo 
sin(a +C1) 


v(x:01,C2) = f tante +0) dr = / DET! 
= — log (cos(r +C1)) +03, Ci, Co € R. 


da 


CD 
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11.3 Il problema di Cauchy per le equazioni differenziali del 
primo ordine 


Nei paragrafi precedenti, abbiamo considerato alcune famiglie di equazioni differen- 
ziali del primo ordine, per le quali abbiamo fornito procedimenti che permettono 
di esprimere gli integrali generali delle equazioni mediante integrali indefiniti di 
funzioni note. Le famiglie prese in esame non esauriscono affatto l’insieme delle 
equazioni differenziali delle quali è possibile determinare per via analitica le so- 
luzioni; varie altre tecniche sono state sviluppate, per risolvere in modo esatto 
equazioni differenziali di interesse applicativo. Tuttavia, non per tutte le equa- 
zioni sono disponibili metodi analitici di risoluzione, oppure ove disponibili tali 
metodi possono rivelarsi di limitata efficacia pratica. In questi casi, è necessario 
ricorrere a tecniche di approssimazione, sovente di tipo numerico; nelle situazioni 
più comuni, ci si limita ad approssimare un integrale particolare dell'equazione, ad 
esempio quello definito da un problema ai valori iniziali di Cauchy. L’uso di metodi 
di approssimazione deve però sempre seguire uno studio qualitativo del problema 
differenziale di interesse, che garantisca almeno l’esistenza di una soluzione esatta 
da approssimare. Le proprietà qualitative delle soluzioni di un’equazione differen- 
ziale hanno comunque interesse in sé, ad esempio per capire come la soluzione di 
un problema di Cauchy sia sensibile alla scelta del valore iniziale. 

Consideriamo quindi il problema di Cauchy (11.9) e diamo una semplice con- 
dizione su f la quale garantisce che il problema ammette una soluzione, definita in 
un intorno di xo, che tale soluzione è unica e che essa dipende in modo continuo dal 
dato iniziale yo. Quando ciò accade, diciamo che il problema (11.9) è ben posto 
(secondo Hadamard). 


11.3.1 Funzioni lipschitziane 


Premettiamo alcuni concetti relativi al modo con cui una funzione di una o più 
variabili dipende dai suoi argomenti. 


Definizione 11.10 Una funzione reale di variabile reale f : J + R, dove J 
è un intervallo, dicesi lipschitziana in J se esiste una costante L > 0 tale 
che 


\f(va) — f(v2)| < Ljyi — vel. Vyn.y2 € J. (11.24) 


La condizione può essere anche scritta come 


\t(wi) = MCA] <L, 


S Vun,y EJ, 4 11.25 
PaeseTa Y1,Y2 Yy# Y2 ( ) 


e quindi equivale al fatto che il rapporto incrementale di f è limitato, al variare 
degli argomenti y1 # yo in J. 
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Si noti che se la (11.24) è soddisfatta per un certo valore di L, lo è anche 
per valori maggiori. La più piccola costante per cui la (11.24) è verificata prende il 
nome di costante di Lipschitz di f in J. Essa non è altro che l’estremo superiore 
della quantità a primo membro della (11.25), al variare degli argomenti in J. Non 
sempre è facile determinare esattamente tale valore, ma in genere è sufficiente 
conoscere una sua approssimazione per eccesso. 

Una funzione lipschitziana in .7 è necessariamente continua in ogni punto di 
J (anzi, è uniformemente continua in J » Funzioni continue); la Definizione 
3.14 di continuità è infatti soddisfatta con la scelta 6 = e/L. Tuttavia, non tutte 
le funzioni continue sono lipschitziane. Ad esempio, la funzione f(yY) = vY non lo 
è sull’intervallo J = {0, +00); scegliendo infatti ya = 0 si ha 


fu) fa YI _ 1 Vyi>0, 


|Vi — vel yo vy° 
e facendo tendere y, a 0 si vede che il quoziente a primo membro non è su- 
periormente limitato. Si noti che tale funzione ha derivata (destra) infinita in 
y= 0. 
La condizione espressa nell’enunciato seguente è sovente la più immediata da 
verificare tra quelle che assicurano la lipschitzianità di una funzione. 


Proposizione 11.11 Sia f : J + R una funzione derivabile nell’interval- 
lo J con derivata ivi limitata; poniamo L = sup|f'(y)| < +00. Allora f è 
yEJ 


ye 
lipschitziana su J con costante di Lipschitz L. 


Dimostrazione. Per verificare la condizione (11.24), è sufficiente applicare la se- 
conda formula dell’incremento finito (6.12) a f sull’intervallo di 


estremi y1.?2, ottenendo 


F(y1) — f(v2) = f(D(%1 — ve) 
per un certo y compreso tra 1] e ?/2; ne segue che 
J(Y1) f(y2) FAI lun — va) < Ly — vel. 
Ciò dimostra che la costante di Lipschitz L* di f è < L. 
Viceversa, sia yo € J arbitrario. Osservando che per la (11.25), 
f(U) f(UYo) _ 
_ eo, Bb, VyelJ, 
Y Yo 
si ha 
. F(Y) — f(Yo) : Î(Y) — f(Yo) i 
f' (0) lim — 2 lim - L 
yy Y-UYo yYo Y Yo 


e dunque L < L*. O 


418 11 Equazioni differenziali ordinarie 
Vediamo ora alcuni semplici esempi di funzioni lipschitziane. 


Esempi 11.12 


i) La funzione f(y) = v/Y è lipschitziana su ogni intervallo del tipo [a, +00) con 
a > 0, essendo 


ivi È 1 
1 


in tale intervallo; la costante di Lipschitz vale L = morà 


ii) Le funzioni trigonometriche f(y) = siny oppure f(y) = cos y sono lipschitzia- 
ne su tutto R con L = 1, in quanto |f'(y)| < 1, Vy € R. 


ii) La funzione esponenziale f(y) = e” è lipschitziana su ogni intervallo (—00, b], 
b € R, con costante di Lipschitz L = e; non è lipschitziana su tutto R, in quanto 
sup f'(y) = +00. O 
yeR 
La condizione espressa dalla Proposizione 11.11 è soltanto sufficiente ma non 
necessaria per la lipschitzianità di una funzione. Si noti infatti che una funzione 
può essere lipschitziana in un intervallo senza essere ivi derivabile; ad esempio, 
la funzione f(y) = |y], non derivabile nell’origine, è lipschitziana con costante di 
Lipschitz uguale a 1 su tutto R, essendo 


[ul va] < ui — vel. Vy,,y € R. 


Passiamo alle funzioni di più variabili. Una funzione f : S2 C R° + R dicesi 
lipschitziana nella regione f? se esiste una costante L > 0 tale che 


If(y1) — Sua) < Lilyi — galli = VunyoeQ. 


Una funzione f : / x J C R? —+ R, con 7 e J intervalli reali, dicesi lipschitziana 
in f2=IxJ nella seconda variabile, uniformemente rispetto alla prima, 
se esiste una costante ZL > 0 tale che 


(11.26) 


Tale condizione è verificata se f ammette derivata parziale rispetto a y limitata 


; ; o) i . i 

in £2, ossia se L= sup 5 (e) < +00; ciò segue facilmente applicando la 
(eo | dY 

Proposizione 11.11 per ogni x € I. 


Esempio 11.13 
Consideriamo la funzione 
f(c,y) = Vasin(a + y) 
in (= (-8,8] x R. Abbiamo 
Of 


Dy® y)= Yrcos(r +y) 
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e dunque, per ogni (x,y) € £2, 


le) 
3 (09) = I9E]|coste+y)] < V81=2. 
Pertanto la (11.26) è verificata con L = 2. O 


11.3.2 Una condizione di risolubilità del problema di Cauchy 


Siamo pronti ad enunciare il risultato generale sul problema di Cauchy (11.9). 


Teorema 11.14 Siano I e J intervalli non vuoti della retta reale, con J aper- 
to. Sia f:Q2=Ix.JCR? + R una funzione continua in £2 e lipschitziana 
in £2 nella seconda variabile, uniformemente rispetto alla prima. 

Per ogni (xo,vo) € £, il problema di Cauchy (11.9) ammette una e una 
sola soluzione y = y(x), definita e derivabile con continuità in un intervallo 
I' C I contenente xo e non ridotto a un punto, e tale che (2, y(2)) € £2 per 


ogni x € I". 
Se (x0.U0) E £ e seg = Y(x) è la soluzione del corrispondente problema di 
Cauchy, definita in un intervallo I" C I, allora si ha 


ya) - g@)< el | dol, VeeINnI", (11.27) 


dove L è la costante che compare nella (11.26). 


Il teorema assicura l’esistenza e l'unicità di una soluzione “locale”, ossia definita 
in un intorno di xo, del problema di Cauchy. La soluzione potrebbe non essere 
definita su tutto /, in quanto la curva integrale (e, y(a)), detta anche traiettoria, 
potrebbe uscire da £? prima che x abbia percorso tutto /. Ad esempio, la funzione 
f(y) = y2 è lipschitziana su ogni intervallo limitato Ja = (—a,a) con a > 0, 
essendo 

sup |f"(y)|= sup |2y|= 2a, 
YEta ly|<a 


ma non è lipschitziana su tutto R. La soluzione del problema di Cauchy 
(11.28) 


non esiste su tutto l’intervallo / = [0, +00): risolvendo l’equazione per separazione 


di variabili otteniamo 1 


2-20 
il che mostra che la traiettoria (di, y(x)) esce da ogni regione Qa = IX Ja, a > 1 
prima che x raggiunga il valore 2 (si veda la Figura 11.3). 

Se invece le ipotesi del teorema valgono con J = R, allora è possibile dimostrare 
che la soluzione è definita in tutto /. 


y(x) 
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A 


Figura 11.3. La soluzione del problema di Cauchy (11.28) non è definita su I = [0, +00) 


L’unicità della soluzione del problema (11.9) segue facilmente dalla disugua- 
glianza (11.27): se y(x) e Y(x) sono due soluzioni corrispondenti allo stesso dato 
iniziale yo = Yo in 0, necessariamente si ha y(x) = Y() per ogni x. 

È utile osservare che se f non è lipschitziana nella seconda variabile in un in- 
torno di (0; vo), allora il problema di Cauchy può ammettere più di una soluzione. 
Ad esempio, il problema 

og =VY, 


y(0)=0, 
risolubile per separazioni di variabili, ammette tanto la soluzione costante y(x) = 
0 (l'integrale singolare), quanto la soluzione y(x) = 1x2; (addirittura ammette 


infinite soluzioni, date da 


1 c>0, 


0 se0<x<c, 
(e) = alan=) sce, 


ottenuta “incollando” in modo opportuno le soluzioni indicate prima). 


Infine, la (11.27) esprime la dipendenza continua della soluzione del problema 
(11.9) dal dato iniziale yo: una perturbazione di ampiezza e nel dato iniziale si 
traduce in una perturbazione di ampiezza al più el1*—%ole nella soluzione in x # xo. 
In altri termini, la distanza tra due traiettorie può crescere al più di un fattore 
ell-0l nel passaggio da xo a x. Si noti tuttavia il carattere esponenziale di tale 
fattore, la cui grandezza dipende non solo dalla distanza |e — xo] ma anche dalla 
grandezza della costante di Lipschitz della funzione f. 
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11.4 Equazioni lineari del secondo ordine a coefficienti 
costanti 


Un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti ha la forma 


y' +ay +by=9, (11.29) 


dove a e b sono costanti reali e g = g(x) è una funzione continua. Mostreremo 
che l’integrale generale di una tale equazione può essere facilmente calcolato nel 
caso in cui g = 0, ossia nel caso in cui l’equazione sia omogenea. Inoltre, faremo 
vedere che è possibile calcolare esplicitamente le soluzioni dell'equazione quando 
il secondo membro g è un prodotto di esponenziali, polinomi algebrici, funzioni 
trigonometriche di tipo seno e coseno e, più in generale, una somma di espressioni 
di questo genere. 

AI fine di studiare l’equazione (11.29), è conveniente ammettere che la funzione 
y= y(x) possa assumere valori complessi. Diciamo che la funzione y:ICR-+ C 
è derivabile (n volte) se lo sono le due funzioni yy = Rey:I— Rey; = Imy: 
I+ R; in tal caso si ha ya) = y (2) + (7). 

Un caso particolare notevole è il seguente. Sia A = A, + A; € C un qualunque 
numero complesso; ricordando la (8.39), consideriamo la funzione di variabile reale 
a valori complessi x + e” = el”*(cos Ax + i sin \jr). Allora si ha 


— eÈT = Xe}? (11.30) 


esattamente come nel caso in cui À è un numero reale. Si ha infatti 


d d d 
da da pi cos Ax) + ri sin A;r) 
= Ae? cos Aya — Axel" sin Ajax + i(A_edr® sin A;x + Aje*"" cos Aix) 
= Are*""(cos A;x + i sin Aix) + Ae" (cos Ax + iA; sin Ax) 


= (Ar + dA)e®® = Aed®. 


È infine opportuno indicare con Ly = y” + ay’ + by il primo membro della 
(11.29) e osservare che, per la proprietà di linearità della derivazione, si ha 


L(ay+ 02) = a£Ly+BLz (11.31) 


per ogni a, 8 € R e per ogni funzione reale di variabile reale y = y(x) e 2 = z(x) 
derivabile due volte. Inoltre non è difficile verificare che il risultato continua a 
valere quando a, 08 € C e y = y(x) e 2 = 2(x) assumono valori complessi. Tale 
proprietà di linearità dell’equazione differenziale sarà fondamentale nello studio 
successivo. 

Siamo pronti a studiare l'equazione (11.29). Consideriamo dapprima l’equazio- 
ne omogenea 
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Ly=vy'+ay+by=0 (11.32) 


e indichiamo con 
XA) =A°+ai+b 


il polinomio caratteristico dell’equazione differenziale, ottenuto sostituendo ad 
ogni derivata la potenza di ordine corrispondente di una variabile complessa A. 
La (11.30) suggerisce di cercare una soluzione nella forma y(x) = ef per un 
opportuno valore di A. Con tale scelta, 


Ele) I Zed aL are)? + bed® 1S X(A)e®® 


e dunque l’equazione è soddisfatta se e solo se A è una radice dell'equazione 
caratteristica 
XA +aAi+b=0. 


Se il discriminante A = a? — 4b di tale equazione è diverso da 0, abbiamo due 
radici \1, Ag distinte a cui corrispondono due soluzioni distinte y1(x) = el!” e 
y2(x) = ed2%; le due radici e le corrispondenti soluzioni sono reali quando A > 0, 
sono complesse coniugate quando A < 0. Se A = 0, si ha una radice doppia À, a 
cui corrisponde la soluzione y1(x) = ef”. La condizione di radice doppia implica 
che x'(A) = 0; posto y2(x) = xe)”, si ha 


ya) =(1+Ae)e®® e yi(a)=(2A+A2x)et" 
e dunque sostituendo nell’equazione otteniamo con semplici passaggi algebrici 
L(Y2) = x(A) red? + x'(A) e" = 0; 


pertanto la funzione y9 è una soluzione dell’equazione, distinta dalla soluzione 
yi. In tutti i casi, dunque, abbiamo determinato due soluzioni distinte y1 e 42 
dell'equazione omogenea (11.32). 

Osserviamo ora che, per la proprietà di linearità (11.31), se y1 e y2 sono due 
soluzioni della (11.32) e Ci, C3 due costanti, allora 


L(Ciyi + Cay2) = Ci£(Y1) + Ca£(y2) = C10+C20=0, 


cioè anche C1Y1+C2y2 è una soluzione dell'equazione omogenea. Inoltre, è possibile 
dimostrare che se y è una soluzione di tale equazione, allora esistono due costanti 
Ci e Ca tali che y = Ciyi + C272, essendo yi e y2 le soluzioni distinte trovate 
sopra. 

In conclusione, l’integrale generale dell'equazione omogenea (11.32) si scrive 
nella forma 


dove Ci e Co sono costanti e y1(x), y2(r) sono definite nel modo seguente: 


se A# 0, si pone via) = edi e ya(2) = e*22 dove A e A sono le radici distinte 
dell’equazione caratteristica x(A) = 0; 
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se A=0, si pone yi(x) = e) e ya(2) = re)” dove A è la radice doppia 


dell’equazione caratteristica x(A) = 0. 


Nel caso A < 0, è possibile esprimere le soluzioni mediante funzioni reali, 
anziché complesse coniugate come sopra. È sufficiente sostituire a y1(x) e a y2(x) 
rispettivamente la parte reale e‘? cos A;x e la parte immaginaria e*r® sin \jx di 
v1(x), avendo posto A = Az = Ar +iA;. Infatti, se y è una soluzione dell’equazione 
omogenea, si ha 


L(Rey)= Re(Ly)= Re0=0, £L(Imy) = Im(Ly)=TIm0=0, 


in quanto i coefficienti dell’equazione sono reali; dunque anche Rey e Tmy sono 
soluzioni dell’equazione. 

Riassumendo, l’integrale generale dell’equazione omogenea (11.32) si esprime 
mediante funzioni reali nel modo seguente. 


Caso A > 0. L'equazione caratteristica ha due radici reali distinte 


-a+vA 
A1,2 = a. 


e l'integrale generale è dato da 


= Ci edit sp Ga ese. 


con Ci, C2 costanti arbitrarie. 


Caso A= 0. L'equazione caratteristica ha due radici reali coincidenti, il cui valore 
comune è 


Caso A < 0. L'equazione caratteristica non ha radici reali. Ponendo 


vIAI 


(07 
a == 
p' i 2 


l'integrale generale ha la forma 


y(x;C1, 3) = e?”(C; coswr + Cosinwr), 
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Ritorniamo ora all’equazione non omogenea (11.29). L’integrale generale si 
scrive come 


y(x;C1, 02) = yo(c;C1, C2) + yp(), (11.33) 


dove yo(x;C1, C2) indica l'integrale generale dell'equazione omogenea associata 
(11.32), mentre yp(x) indica un qualunque soluzione particolare dell’equazione 
(11.29). Infatti, grazie alla linearità dell’equazione, si ha 


L(Yo +Yp) = £(Y0) + £(yp)=0+9=g 


e dunque il secondo membro della (11.33) è soluzione della (11.29); viceversa, se 
y(x) indica una generica soluzione della (11.29), allora la funzione y(x) — yp(x) 
soddisfa 


£L(y—p)=£(y)- £L(y)=9-9=0 
e dunque sarà della forma yo(x; 1, C2) per opportuni valori di Cj e Ca. 


Qualora il termine noto g sia una combinazione di prodotti di polinomi al- 
gebrici, funzioni trigonometriche ed esponenziali, è possibile trovare un integrale 
particolare avente la stessa struttura. Per comprendere ciò, partiamo da un termi- 
ne noto del tipo g(x) = pn(x) e®* con a € C e p,,(x) polinomio algebrico di grado 
n > 0. Cerchiamo una soluzione particolare nella forma yp(x) = qw(x)e®® con gn 
polinomio di grado N > n da determinarsi. Sostituendo tale espressione e quelle 
delle sue derivate prima e seconda nell’equazione, otteniamo 


Lan (1) e") = (x(a)an (2) + x (Agi (1) + av (2)) 0° = pn (1) 0°" 


da cui 
x(aan(c) + x'(a)gy(x) + daN (©) = pale). 


Se a non è una radice del polinomio caratteristico, allora è sufficiente porre N = 
n e determinare i coefficienti incogniti di q, uguagliando tra loro i coefficienti delle 
potenze di pari grado dei due polinomi a primo c secondo membro; è conveniente 
partire dal coefficiente di grado massimo n e procedere all’indietro. 

Se a è una radice semplice del polinomio caratteristico, allora x(a) = 0 ma 
x (a) # 0, nel qual caso si pone N=n+1 e si cercherà una soluzione polinomiale 
dell’equazione x'(a)gy(x)+aX (x) = pn(x); poiché il coefficiente di grado 0 di gn+1 
non interviene in tale espressione, è sufficiente cercare g,+1 nella forma qn+1(x) = 
£Qn(x) con gn arbitrario polinomio di grado n. 

Se infine a è una radice doppia del polinomo caratteristico, allora si pone 
N =n+2 esi risolve l'equazione g/,2(9) = pn(7), cercando gn+2 nella forma 
dn+2(c) = 224 (x) con gn arbitrario polinomio di grado n. Le ultime due situazioni 
sì dicono di risonanza. 


Si noti che quando a è complesso, le espressioni x(a) e x/(a) sono in genere com- 
plesse, dunque è necessario cercare gw (x) come polinomio a coefficienti complessi. 
Come nel caso dell’equazione omogenea, è possibile evitare l’uso della variabile 
complessa considerando separatamente la parte reale e la parte immaginaria di 
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Pax) e®; ponendo a = p + 0, esse sono date rispettivamente da p,(x) e#* cosdx 
e Pn(x) el? sin dr. 

Possiamo quindi sintetizzare i risultati della nostra analisi quando si considerino 
termini noti g reali della forma 


g(c) = Pn(x) e! cosdx oppure g(c) = pn(a)e!sindr. (11.34) 


Cerchiamo una soluzione particolare y, nella forma 


Yp(e) = ©"e"*(q1,n(1) cosdx + g2,n(1) sin dr), (11.35) 


dove gi,n(x) sono polinomi algebrici di grado n, mentre m vale 0 tranne che nelle 
seguenti situazioni di risonanza: 


i) nel caso A > 0, si ponem= 1 sed = 0 e 4 coincide con una delle radici A o 
A2 del polinomio caratteristico; 

i) nel caso A=0, si pone m = 2 se 9 = 0 e 4 coincide con la radice (doppia) A 
del polinomio caratteristico; 

iii) nel caso A < 0, si pone m= 1seu=0e0=w. 


Sostituendo l’espressione (11.35) di yp nell’equazione differenziale (11.29), dopo 
aver derivato e raccolto addendi comuni si uguaglieranno i coefficienti dei termini 
xle® sin dx e ee!” cosdr, per £ = 0,...,n, a primo e a secondo membro. In tal 
modo si giunge a determinare yp. 

Se infine 9g è una somma di termini del tipo (11.34), la soluzione particolare yp 
sarà la somma delle soluzioni particolari relative ai singoli termini. In altri parole, 
seg=g1+92+...+9x e se Ypk è soluzione di £(y) = gg per k = 1,..., K, allora 
Yp = YpL +... +4pK soddisfa 


L(Yp) = L(Upi)+..-+£(ypr)=91+--.+9x=9 


e dunque è soluzione di £(y) = g. Tale proprietà prende il nome di principio di 
sovrapposizione. 
Illustriamo il procedimento ora descritto con alcuni esempi. 


Esempi 11.15 


| Consideriamo l’equazione 


y'+y — 64= 9g. (11.36) 
Troviamo dapprima l’integrale generale dell'equazione omogenea associata 
y'+y —6y=0. (11.37) 
L'equazione caratteristica 
XA+A-6=0 
ammette le radici distinte A1 = —3 e Az = 2, dunque l’integrale generale della 


(11.37) sarà 
yo(e; Ci, Co) = Cie + Cel. 
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Cerchiamo ora un integrale particolare della (11.36), supponendo dapprima che 

g(x) = 3x? — x + 2. Ricordando la (11.34), abbiamo p2(x) = 3x2? — x +2 e 

4 = 9 = 0. Poiché 4 non coincide con Aj oppure Aa, cerchiamo yp nella forma 

Yp(x) = ax? + Bx +y. Calcolando y}, e y} e sostituendo nella (11.36), otteniamo 
—6ax? + (2a — 68)x + (20+8— 67) = 3x° — x +2. 


Uguagliando i coefficienti, troviamo 
1 
Yp(xc) = gl +1). 
Pertanto, l’integrale generale della (11.36) sarà 
1 
y(c;C1,C2) = Ci e73% + Co e? — (e +1). 


Se invece scegliamo g(x) = e?”, allora nella (11.34) abbiamo po(x) = 1, #= Az = 
2e9=0. Dunque cerchiamo yy nella forma yp(x) = are?”. Calcolando Dewi 
e sostituendo nella (11.36), otteniamo 


5ae?® = el® 


da cui a = 1. Pertanto, l’integrale generale della (11.36) sarà 
1 
y(w; C1, 02) = Cie? + (e + Le) e??. 


li) Consideriamo l'equazione 

y'-—2y +y=g. (11.38) 
L’equazione caratteristica A? — 2A +1 = 0 ammette la radice doppia A = 1. 
Pertanto l’integrale generale dell’equazione omogenea sarà 


YVo(x; Ci, Ca) = (C4 + Ca) e”. 
Supponiamo poi che g(x) = re8”. Poiché u = 3 è diverso da A = 1, cerchiamo 
l’integrale particolare della (11.38) nella forma yp(x) = (ax + 8) e5?. Calcolando 
Y» € Yp € sostituendo nell'equazione, abbiamo 
4(ax +a + B) e8® = ret”, 


da cui, uguagliando i coefficienti, otteniamo 


ii Ha 
ua) = lee. 
Se ne conclude che l’integrale generale della (11.38) risulta 


1 
y(x;C1,C3) = (C1 + Cox) e® + 7 — 1) e3”, 


Se invece si ha g(x) = —4e”, allora cerchiamo y, nella forma yp(x) = are”. 


Calcolando y}, e y} e sostituendo nell’equazione (11.38), troviamo 
2ae* = — de 


da cui a = —2. Pertanto, l’integrale generale della (11.38) risulta 


y(x;01,02) = (C1+C2x — 2a°)e®. 
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iii} Consideriamo infine l’equazione 


y' +24 + 5y= g. (11.39) 
L’equazione caratteristica A? + 2A +5 = 0 ammette discriminante negativo A = 
—16. Abbiamo o = —1 e w = 2, e dunque l’integrale generale dell’equazione 


omogenea sarà 
vo(x; 01,02) = e7”(C4 cos 2x + Co sin 2x). 
Supponiamo poi che g(x) = sin x. Facendo riferimento alla prima delle (11.34), 
abbiamo po(x) = 1, 1 = 0e 9 = 1. Cerchiamo dunque l’integrale particolare della 
(11.39) nella forma yp(x) = a cosx + Bsinx. Calcolando Y» © Y € sostituendo 
nella (11.39), si ha 
(4a + 28) cosx + (48 — 2a) sinx = sine, 


da cui, uguagliando i coefficienti di sinz e cos, si ottiene a = —- 1 e 8 = 1, 
vale a dire 
(©) = 1 cose + isi 
x)=—— cosx+-=sinz. 
2 10 5 


Se ne conclude che l’integrale generale della (11.39) risulta 
1 1 
y(x) = e *(C4 cos 2x + Cs sin 2x) — 70 0087 + 5 sine. 

Supponiamo infine che g(x) = e”? sin2x. Abbiamo nella prima delle (11.34) 
p=o=-—1le 0 = w = 2, dunque cerchiamo l’integrale particolare della (11.39) 
nella forma yp(r) = xe "(a cos 2x + Bsin2x). Calcolando y, e yp € sostituendo 
nella (11.39), si ha 

e “(48 cos 2x — 4a sin 2x) = e ” sin 2, 


da cui a = -i e B = 0. Concludiamo che l’integrale generale della (11.39) risulta 


y(c) = e ® (ci - 0) cos 2x + Cs sin 2) . ù 
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1. Si determini l’integrale generale delle seguenti equazioni differenziali a variabili 
separabili: 


[ms 2 
2) v=ztog(142) Diter 
Fl y° 1 
)|y= d) y/= 2g F3tante 


EJ cloga  xlogr 
2. Si determini l’integrale generale delle seguenti equazioni differenziali omogenee: 


la) | 4x2y = y? + 6ey — 3a? b) ey = 2° +49 + ya 
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c) eyy' = x +y° ‘d) ey — ye! = xy 
Si determini l'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali lineari: 
- 1 3r +2 
/ dry = 3 b) I ly 

a) y+3ey=x bw =3v- a 
[ | 2a — Y 2a? 
le a d) xy =1 
Il * Ca LAUT 


soddisfacente la condizione y(0) = 1. 


Stabilire se esistono soluzioni dell’equazione differenziale 
y=-2y+ e? 

che hanno derivata nulla nell’origine. 

Risolvere, sulla semiretta [WYe, +00), il problema di Cauchy 


ey" = 4x3 logx(1+ e) 
y(Ve) = 0. 


Si risolva, nell'intervallo (—2, 2), il seguente problema di Cauchy 


= ay] 
Y 2 __ 4 Y 
y(0)=—1 
| Data l'equazione differenziale 
TARE TT 
y sin2x — 2(y+ cosx)=0, x € (0, sh 


determinarne l’integrale generale e indicare la soluzione che si mantiene 


limitata per x > 5° 


. Trovare, al variare di a € R, la soluzione dell’equazione differenziale 


y' = (2+ a)y — 2e°” 
per cui y(0) = 3. Stabilire, successivamente, per quali valori di a il seguente 


+00 
integrale improprio converge J y(a) de. 
0 
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110. Siano a, b numeri reali arbitrari. Risolvere il problema di Cauchy 


y = al + 3a. 
5, 
y(2)=1 

sulla semiretta [2, +00). 


‘ll. Datal ’equazione differenziale, dipendente dal parametro reale k, 
y (a) = —-3xy(2) + ka, 


a) se ne trovi la soluzione che si annulla nell’origine; 
b) per tale soluzione, si determini k in modo che y(x) » x? per x + 0. 


12. Data l’equazione differenziale 
i_W° 24-38 
2(1+4x) 


a) determinarne l’integrale generale; 
b) determinarne l’integrale particolare yo(x) che soddisfa yo(0) = 1; 
c) scrivere lo sviluppo di Maclaurin di yo(x) arrestato al secondo ordine. 
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13. Si determini l'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali del secon- 


do ordine riconducibili al primo: 


a) y! = 2e® b) y'+y' — x? =D 


14. Si determini l’integrale generale delle seguenti equazioni differenziali lineari del 


secondo ordine: 


a) y' +34 +2y=a?+1 by — dy' + 4y = e? 
le) y' +y=3cosx d) y/-—3Y +2y=e® 
le) | y'” — 9y = e 97 f) y'-—2y-—3y=sinx 


15. Risolvere i seguenti problemi di Cauchy: 


y'4+2y +5y4=0 __ (y'-—5y+4y=2r+1 
a) (0) =0 b) 4u(0)=7 
y'(0)=2 y'(0)=0 


11.5.1 Soluzioni 
1. Equazioni differenziali a variabili separabili: 


a) y= 3(1+x?)log(1+x?) - 3x2 +C. 
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b) La funzione h(y) = y ha uno zero per y = 0 che quindi è un integrale singolare 
dell’equazione. Supponiamo ora y # 0 e separiamo le variabili, ottenendo 


1 r+2 
<du= | ===da; 
hi È a ; 


Risolviamo il secondo integrale usando la tecnica dei fratti semplici: 


rt+2 À ; B 2 1 


x(x +1) c'x+1 x z+l 


e quindi 
xa +2 2 i 
ER al i dx = 2log |e| — log |x + 1| + logC 
lincran n {È >) si og |x] — log |c + 1| + log 
Ca? 
=lo ; C>0. 

Sie+1] 

Allora a 
lx 
lo = log ; C>0, 

g ly] tti] 

e, passando agli esponenziali, 
2 
x 
= i C>0, 

ly] mi 

OVVEro 
a C£0 
=C_-, È 
dl +41 PF 


Osserviamo che l’integrale singolare y = 0 rientra in questa formula per C = 0. 


c) Notiamo che il problema richiede x > 0 (argomento del logaritmo). Scriviamo 
l'equazione assegnata nella forma 


y > y? —l 
rloga 
da cui si ricava h(y) = y? — 1. Dunque le funzioni costanti y = 1 e y = —1 sono 


integrali singolari. Sia ora y 7 +1; separiamo le variabili, ottenendo 


1 1 
fauiefae 


Usando la tecnica dei fratti semplici nel primo integrale e la sostituzione t = 

log x nel secondo, ricaviamo 

te uil C>0 
(0) —— uf i 

28,71 og | log x| + log og C|log a], > 0, 
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ovvero, 


log 


yoed 2 
2__{=logClog" x, C>0, 
y+1 ! 5 3 

e, passando agli esponenziali, 


y-1 
Y_‘_Cloga, C#0; 


in definitiva, esplicitando rispetto a y, l'integrale generale è 


_ 1+Clog?x 


= 3, CER, 
1- Clog*a 


Y 


avendo recuperato l’integrale singolare y = 1 per C = 0. 


}}ef? 


d) y = 3+3[$(tana c+C e la soluzione costante y= —3. 


2. Equazioni differenziali omogenee: 
a) Supponendo x # 0 e dividendo per 4z?, si ottiene 


a_ 10° 30 3 


vo 425 4° 


Con la sostituzione 2 = #, si ha y = 2+ x2’ da cui 
PE) Y 


z+az' = Lig 
4 o 4° 
ovvero 
4xz' =(2-1)(2+3). 
Osserviamo che @(z) = (2 — 1)(z + 8) si annulla per 2 = 1 e 2 = —3, ossia 
le funzioni y = x e y = —3x sono integrali singolari dell'equazione data. Per 


ricavare l’integrale generale, separiamo le variabili, ottenendo 


(fever ia i 


Usando la tecnica dei fratti semplici, si ha 


4 A B l 1 


(2-D(+3) gel'ass sal z+3’ 


quindi il primo integrale vale 


(5 ara 
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Allora risulta 


z_-l 
los[-—|=log Clx], C>O0, 
° 8/7 A og C|r] 
e, passando agli esponenziali, 
z-1l 
= Ca C#40. 
Par x, F 
Esplicitando rispetto a z, si ha 
1+3Cx 
= CER, 
1- Ca” 


avendo inglobato nella formula anche l’integrale singolare 2 = 1. In definitiva, 
tornando alla funzione y, l’integrale generale dell’equazione è 


_ t.+3C022 
— 1-Cxa 


b) y= 3xtan(2logC|e|)), C>0; cly= +ry2logC|re], C>0. 
d) Supponendo 2 # 0 e dividendo per x?, si ottiene 


CeER. 


2 
1_ Y e/y Y 
= Het/v yi, 
VT 72 x 
Con la sostituzione 2 = &, si ha y' = 2 + x2’ da cui 


2 z 
2+az' = 22el/? +2, 


OVVEro 


ne = ell. 


La funzione 2 = 0, a cui corrisponde la funzione y = 0, è un integrale singolare 
dell'equazione. Separando le variabili, otteniamo 


—1/ 1 
f* 7 de= f 2aa; 
: z x 


e_!/* = log Cr], C>0, 


ossia, passando ai logaritmi, 


integrando si ha 


1 
—- = loglogC|e], C>0. 
z 
Infine, esplicitando rispetto a z, otteniamo 
1 
=————_ C>0, 
È log log C|a] 
e, tornando alla funzione y, 
x 


rt C>0. 
log log Ce] ” 
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3. Equazioni differenziali lineari: 


a) y= 1 (x2 _ 2) + Ce 3°". 
») Applichiamo la formula (11.18) con a(x) = —; e be) = — 


p=oftd fefte (Ft) an oca f god (E°) dr 
E, x 
_82+2) | —(3x +2) 
ef done f de 


3 2 3 2 
2 f(-Z-7)ae=e (+40) 


del , ottenendo 


2 


c) Possiamo scrivere 
1 
‘a 
e, applicando la formula (11.18) con a(x) = + e be) = 2%, ottenere 


pugle fol side 20 da = e logle-1] fore E da 
LL 


do= 1 frado= — 


d) y= 2rarctanx + Ca, CER. 


nica +C), CeR. 


“ed 


|. Si tratta di un’equazione differenziale a variabili separabili. La soluzione costante 
y = 0 non è accettabile in quanto non soddisfa la condizione iniziale y(0) = 1. 
Separando le variabili, otteniamo 


1 1 
frau fe 


Il primo integrale mediante la sostituzione t = e7* (da cui dt = —e *dy, ossia 
-i dt = dy) diventa 


fa fage/(= p) a 


7|+c=log|ll-—e”|+c. 


Allora j 
log |1 — e*]= 3 log|2x + 1|+logC, C>0, 
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Ovvero 


log |1— e”|=logCV|2r +1), C> 0; 


passando agli esponenziali, si ha 


[1 -e?|=Cv][2x+1|, C>0, cioè 1-e=CV]2ex +1], C#0. 


Infine, esplicitando rispetto a y e inglobando la soluzione costante y = 0 corrispon- 
dente a C = 0, si ottiene l’integrale generale dell’equazione: 


y = log (1 - CV2x+ 1) , CeR. 
Imponiamo ora la condizione iniziale y(0) = 1: si ha C = 1- e, quindi la soluzione 
cercata sarà 
y = log (1 + (e-1)v|2x + 11) } 
5. L’integrale generale dell’equazione differenziale lineare risulta 
y=er 124 | ftdeente dr = en (0+ 0), CER. 
La condizione richiesta si esprime come y'(0) = 0. Ponendo x = 0 nell’equazione 


differenziale y/(x) = —2y(x) + e 2”, tale condizione equivale a y(0) = } da cui si 
ottiene C' = 3. Pertanto la soluzione cercata è 


1 
ASTE > 
y=e (2+3) 


6. y = log (2e2*0082-4) _ 1) ; 


7. Notiamo che, per x € (—2, 2), risulta #2 —4 < 0; inoltre, dalla condizione iniziale 
y(0) = —1, possiamo supporre y(x) < 0 in un intorno di x = 0. Allora, separando 


le variabili, si ha 
1 dx 


3 
log |y| = — log(-y) = 3 log |e? - 4]+C, CER, 


Integrando, si ottiene 


ossia. i 
scel 50 
Y 


o anche 
y=C(4-x?) 82, C<0. 
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Imponendo la condizione y(0) = —1, si ha C = —8 e quindi la soluzione cercata è 
si 8 
da (4 a g2)3/2° 
Osserviamo che non si è considerata la soluzione costante y = 0, in quanto non 
soddisfa la condizione iniziale y(0) = —1. 


8. Utilizzando la formula trigonometrica sin 2x = 2sinx cosx, si ha 
y sinx cose =y + cost. 
Poiché x € (0, TÌ, sin r cosa # 0 e possiamo scrivere 


; I 1 


n Ut Ù 
SIN Xx COST sInZz 


Si tratta di un’equazione differenziale lineare e l'integrale generale è dato da 


1 | 1 1 
y=eS sine dona AT e Sane de. dg 
SIND L 


Calcoliamo dapprima 


1 
sfata 
SIN 7 COST 


usando la sostituzione # = sin x (da cui dt = cos x dx e cos? x = 1- t?) e la tecnica 
dei fratti semplici: 


faz t/(+aan)! 


1 1 
= loglé|— gl —t|- glogll+t|+c 


LI ese = (0 3) 
= ———- +c= i x MS 
È |1- t2| COST 2 

Allora si ha 

sing cos x sin 2 1 

y= [3 dr = ( 5 0). CER, 

cosx / sin°x cos x sin x 

e l’integrale generale dell'equazione è 
Csinax-1 
y= ————, CeR. 
COST 


Cerchiamo ora la soluzione che si mantiene limitata per x — $ imponendo la 


condizione Cs i 
sin a — 
lim ——_—_ eR. 


x-337 COST 
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Ma 


. OCsina-1 .  1-Ccost ._ 1-C(1+0(t2)) 
lim = lim si 


- = lim i = 0 
x>3- COST t>0- sint t-0- t+o(t?) 


se e solo se C' = 1. La soluzione cercata quindi è 


sinx — 1 


COST 


9. L’equazione da risolvere è un’equazione differenziale lineare e si ottiene imme- 
diatamente l’integrale generale 


y= el(2+a) de fer foto de(-2000) da 


= LU) = ee), CER 


Imponendo la condizione y(0) = 3, si ha 3 = 1+ C, ossia C = 2. La soluzione 
cercata è quindi 
y=e®"(1+2e?7). 


L’integrale improprio 


+00 
J (e2® SE DelAF2)8) da 
0 


converge se e solo se l’esponente dell’esponenziale che prevale è negativo, ossia 
deve risultare a + 2 < 0. Pertanto l’integrale converge se a < —2. 


10. Direttamente dalla formula risolutiva per le equazioni differenziali lineari, si 


ha 
y= ess dr (3 fentticatar) = 9 (3/2cde) 


Pei b-a+1 
x“ (3logx + C) seb-a=-1, 
- al + Ca” seb-a#-1 
= è b-a+1 : 
3x° logx + Ca° seb-a=-1. 


Imponendo la condizione iniziale y(2) = 1, nei due casi, risulta 


Call 101 seb-a#-1, 


3-2%log2+C2%=1 seb-a=-1, 
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da cui x 
Capi 399 b—- n 
C=27%- 3log2 seb-a=-1. 
Pertanto la soluzione cercata sarà 
3 b+1 s 3 b+1 
20%|1- 2 n° b- 1, 
e pali” + ssi x se a# 
3x% log x + (27° — 3log2) x° seb—-a=-1. 
1. Risoluzione dell’equazione differenziale y'(x) = —3xy(x) + ka: 


a) Si tratta di un’equazione differenziale lineare e si ottiene facilmente l’integrale 


generale 
he elia ole TRE 
= el 39° (fel? +0) = j+0e1*, CER. 
Imponendo la condizione y(0) = 0, si ha 0 = £ +C da cui C = —È. La 


soluzione cercata è quindi 


y= 5 (1-e-82°). 


b) La soluzione deve soddisfare la condizione 


k 
- (1-68) na? perr— 0. 


vo) =5 (1 14327, o(2°)) = 52 40(2°)  perz_0. 


Dunque la soluzione y è determinata dalla condizione È = l, ossia k=2. 


2 ‘ 
9 ; » ? o ; i I _ Y-2y-3, 
12. Risoluzione dell’equazione differenziale y' = +40): 


To 3+CV]1+ 4a] 
ta! = 
ci 1-Cy]|1+ 4a] 


con C € Re la soluzione costante y(x) = —1. 
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Db) yo(x) = 3_ vit nil c) Ta(x)=1-2x+422+0(2°). 
1+V1+4e| 


13. Equazioni differenziali lineari del secondo ordine riconducibili al primo: 


a) y= 2e" +Cix +C3, C4,C3 € R. 


bb} Ponendo z = y’ otteniamo l’equazione lineare del primo ordine 


2+z=a?, 


il cui integrale generale è 
z= eo e; el dx? de = el” [ee da. 
Integrando due volte per parti, otteniamo 
z= eo? (xe? — 2re” + 2e” +C1) =x°—-2r+2+C1677, CeR. 


Integrando ulteriormente, abbiamo 


1 
y= 302° +2r+Ci672+ Ca, C1,C9 € R. 


14. Equazioni differenziali lineari del secondo ordine: 


a) y= Cie7® + Coe?" + 3a? — èr +3, C,, Cc R. 

»} Risolviamo dapprima l’equazione omogenea associata. L'equazione caratteri 
stica A? — 4A + 4A = 0 ha un’unica soluzione A = 2 di molteplicità doppia; 
dunque l’integrale generale dell’equazione omogenea sarà 


vo(x; C4, C2) = (Ci + Car)e?® , CC, CER. 


Poiché 4 = A = 2, cerchiamo l’integrale particolare nella forma yp(x) = ax?e??. 


Calcolando y, e Y e sostituendo nell’equazione, abbiamo 


e 


da cui @ = 3. Pertanto yp(x) = 1x?e?” e l’integrale generale dell'equazione 
assegnata è 


1 
y(a; Ci, C2) = (Ci + Cox)e?® + gr” ,, Ci, CER. 


c) L’equazione caratteristica A? +1 = 0 ha discriminante A = —4; abbiamo o = 0 
e w= 1. Dunque l’integrale generale dell'equazione omogenea sarà 


Yo(x;C1,C2) = Cicosr + Casina, C1,C29€R. 
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Poiché 4 = o = 0, cerchiamo l'integrale particolare nella forma yy(x) = 
x(acosa + Bsinx). Calcolando y} e y} e sostituendo nell'equazione, abbiamo 


—2asinx +28 cosrx = 3c08x, 


3 


da cui a = 0 e B = Pertanto yp(x) = 52cosx e l’integrale generale 


3 
DE 
dell'equazione assegnata è 


y(e;C1,C3) = Ci cose + Casina + Srcosr, Cc, Co € R. 


y= Cet + Cge?® — re”, C,0, € R. 
L’equazione caratteristica A? — 9 = 0 ammette le soluzioni A = +3. Dunque 
l’integrale generale dell'equazione omogenea sarà 
Vo(x; Ci, Co) = Ce 3% + C3eB® ; Ci, Co € R. 
Cerchiamo l’integrale particolare nella forma yp(r) = are #7. Calcolando y} e 


yp e sostituendo nell’equazione, abbiamo 


—6ae 3% = e739, 


da cui a = -}. Pertanto yp(x) = — ire 8% e l'integrale generale dell'equazione 
assegnata è 


. gg dl ; 
y(a;C1,C2) = Cie de = gare, C1,C9 € R. 


y= Cie + Coe?” + ga cosr— isinx, C,, 2 €R. 


. Problemi di Cauchy: 


y= e sin2x. 

Risolviamo dapprima l’equazione omogenea associata. L'equazione caratteri- 
stica A? — 5A +4 = 0 ammette le soluzioni A = 1 e A = 4. Dunque l’integrale 
generale dell'equazione omogenea sarà 


Yo(x; C1, C2) = Cie? + Caef®, C1,C2€R. 


Cerchiamo l’integrale particolare nella forma yp(r) = ax + 6. Calcolando yy e 
Yp e sostituendo nell’equazione, abbiamo 


—5a +4ax +48 =2x +1, 


da cui a = 
dell’equazione è 


e B = 2. Pertanto yp(x) = zx + î e l’integrale generale 


1 ri 
y(w; C1,C2) = Cie? + Coe? + 3r+ 3, C1,C3 € R. 


440 11 Equazioni differenziali ordinarie 


Imponendo le condizioni iniziali, si perviene al sistema 


Ci+C02=0 
1 
ea = 0 
da cui Cq = LI e Co= -}. Dunque la soluzione cercata è 


_l lg I 7 
y= ge ge +3%+t% 


Tavole e Formulari 


Formule notevoli 


così x + sin? x = 1, Va € R 


sinor=0 seax=k7, VKEZ, costr =0 se a=5+kr 


sinor=1 se 2=5+2%ks, cost=1 se x =2k7 


sinox=-1 se 2=-3+2kr, cosr=-1 se r=7+2k7r 


sin(a + 8) = sina cos 8 + cosa sin} 

cos(a + 8) = cosa cos 8 F sin a sin 8 

sin2r = 2sinr cos, cos2x = 2c08? x — 1 

P a sc U Lty 

he = 2 S 

sin x — siny sin > cos—, 
Ttty 

2 

sin(r+7)=-sin, cos(z + 7) = — cose 


PIRO Seli E: 
cosx — cosy = —2 sin 5 sin 


sin(x + 5) = cost, cos(r +37) =—sinx 


att = af ; a V= E, (at)? = a5Y 
a 


log, (74) =: loga T+t log, Y, Va, y> 0 


log, 5 = log, a — loggy. Ve,y>0 


log,(x”)=ylog, x, Ve>0, VyeR 


442 Tavole e formulari 


Limiti notevoli 


lim x° =+00, 
L-++00 


lim x*=0, 
rt-++00 
" Ant" +...+@102 + ao 
li —— —_,-—__- 
r+t00 bma" +...+ br + do 


lim a" = +00, 
L-+t00 


lim a*=0, 
T-++400 


lim loggg = +00, lim loggg = —00, 
T-++00 cr-0+ 


Fim log, x = —00, dim log, gx = +00, a<1 


lim sinz, lim cosa, lim tana non esistono 
r+t00 r-+t00 r-+t00 
_ A T 
lim a tanrx = Foo, VkKEZ, lim arctanx = +3 
t-(5+k7) t-+t00 


lim aresine = +1 = arcsin(+1) 
c-t1 2 


lim, arccosr =() = arccos 1, lim, arccosr = 7 = arccos(—1) 
+ 


in particolare, 


in particolare, 


Tavole e formulari 443 


Tavola delle derivate di funzioni elementari 


arcsin x 


Arccos x 
arctan x 
at 


loga |] 
sinh a 


cosh a 


Regole di derivazione 


(af) + 89(2)) = af" (2) + 89/@) 
(FAI) = LEI) + S(29(1) 


(Aa j- S'(2)g(1) — S(2)9 (2) 


g(x) (g(a))? 


(IE) = UL) 


444 Tavole e formulari 


Sviluppi di Maclaurin notevoli 


ll 
log(1+x)=x- +... 


1 
"i o(x9+2) 


an 2m+1 
@m)i + 0(x ) 
5 


i 3 x 
sinhe=c+gtgt-- 


2 4 2m 
e do Viene _ 2m+1 
amilo e babi ) 


RENE IRR QE at - 3 
Cc = 6 20 1 2a 


die 
5 


—1 
(1+2)9=1+ar+ 224.4 ()er+o) 


e =1-x+£2-...+(-1)"£"+0(2") 


“ I iz. Lu 3 
Vl+ta=1+3% 3? +6 +0(x°) 


Tavole e formulari 


Tavola degli integrali di funzioni elementari 


DI) 


. Ro 


sino +e 


e" +e 


cosha + e 


sinha +e 
arctana + c 
arcsin x + c 


log(r +vVx?+1)+c= settsinhea +c 


log(x +vx?—1)+c= settcoshx + c 


Regole di integrazione 


J (ask) +59) ar = a fia+s fear 


J f(a)g(2) de = f(2)g(2) — J l'g) de 


I de = log|g(a)|+c 


J H(e(2)(2) de = J f(W)dy con y=%(2) 
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